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PRÉFACE. 



Cette édition de mon traité des ombres difiëre 
beaucoup de la première. 

i"" Par la démonstration de plusieurs principes 
qui ne m'avaient pas paru assez développés. 

2** Par l'addition d'un assez grand nombre de 
planches destinées à fortifier les élèves sur les exer- 
cices graphiques. 

J'ai pensé qu'il serait utile de placer ici les études 
d'ombres que j'airécemment publiées dans le recueil 
d'épurés et de questions de concours, 

Ces problèmes formeront le complément naturel 
de ce traité. 

J'ai donné quelques nouvelles plapches concer- 
nant la surface annulaire qui contient les éléments 
de toutes les surfaces de révolution. 

Enfin, j'ai ajouté un chapitre sur la construction 
des cadrans solaires. 

Le lecteur ne doit pas se laisser efirayer par la vue 
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VI PRÉFACE. 

ie plusieurs grandes planches qui font partie de 

l'atlas. 

Une question très^copaposée ^st bientôt résolue, 
lorsqu'elle est bien comprise, et l'exécution d'une 
grande épure est souvent moins longue que l'étude 
d'un principe exprimé par deux ou trois lignes. 

D'ailleurs , ces grandes épures ne sont jamais né- 
cessaires dans les applications et c'est précisément 
pour ne pas être obligé d'en faire beaucoup par la 
suite, quMl faut en faire quelques unes actuellement; 
si l'on emploie le compas maintenant, c'est pour se 
mettre en état de s'en passer plus tard. 

Il est vrai que beaucoup d'artiste& aiment mieux 
s'en passer toujours; ils prétendent qu'ils savent 
tracer le& ambres de seniimetiL II est fâcheux que cela 
ne signifie absolument rien. 

C'esl là une de ces phrases d'atelier, que l'on 
répète par habitude parce qu'on les a entendu dire, 
et qui n'ont aucun sens. 

En effet, tracer les ombres de sentiment^ cela ne 
veut pas dire, pour certains artistes, qu'ils savent 
opérer sans le secours du compas; cela veut dire 
pour eux, qu'ils sont en état de tracer les ombres 
sans en avoir étudié les principes. Or on pourra bien, 
en éclairant fortement un iiiodèle ou un plâtre^ 
copier les ombres que l'on a sous les yeux, mais 
lorsque l'on ira reporter ces croquis sur la toile. 
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PRÉFACE. vu 

il n*y aura plus aucun accord entre les ombres ob- 
tenues dans Tatelier et la lumière qui est censée 
éclairer le tableau. 

D'ailleuts, on n'a pas toujours un modèle conve- 
nable ; la lumière n'est pas toujours du même côté, 
ni à la même hauteur. Il faut donc, par le raison- 
nement , et par de nombreuses études , s'exercer à 
prévoir les modifications qui résultent de la forme 
des objets, et de leur position par rapport à la 
lumière. 

Ces études qui effrayent tant les artistes, ont moins 
pour but de leur apprendre à dessiner, ce qu'ils font 
souvent très-bien, que de leur apprendre à bien voir, 
et à ne pas confondre les effets avec les illusions 
d'optique si dangereuses dans la pratique des beaux- 
arts. 

J'ai adopté, pour les planches ajoutées à cette 
nouvelle édition , la notation que j'ai proposée au 
commencement de l'ouvrage que je publie sur les 
exercices de géométrie descriptive. 

Ainsi, je désignerai par A'Z' la trace du plan vertical 
de projection sur lequel tous les points sont accen- 
tués par des '; par A"Z", la trace du plan de projection 
sur lequel tous les points sont accentués '\etc. Cette 
iiotation diffère un peu de celle qui avait été em- 
ployée et qui a dû être conservée sur les planches de 
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VIII PRÉFACE, 

la première édition, où les accents indiquaient Tor- 
dre suivant lequel on devait construire les projec- 
tions de chaque point , tandis que, dans la notation 
actuelle , les accents indiquent Tordre suivant lequel 
les différents plans de projection sont venus succes- 
sivement concourir à la solution du problème. 

J'ai fait disparaître de ce traité Texpression de 
ligne de terre, que j'avais employée dans la première 
édition. 

J'ai dit , dans les exercices et dans le traité de géo- 
métrie descriptive, pourquoi il ne me semble pas 
convenable de nommer ainsi Tintersection des plans 
de projection. 

Mais , à toutes les raisons que j'ai déjà données , je 
crois devoir en ajouter une qui me parait décisive : 
c'est que la droite que certaines personnes désignent 
par le nom de ligne de terre, n'indique jamais dans 
les épures , la surface du terrain , mais la trace du 
plan vertical de projection. 

En effet, les ingénieurs et les architectes, toutes 
les personnes enfin qui sont familiarisées avec les uppli- 
cations de la géométrie descriptive , savent très-bien 
que dans les études d'un projet , il peut y avoir un 
grand nombre de profils , coupes ou élévations , et , 
par conséquent, autant de plans verticaux de projec- 
tion ; mais il n'y aura jamais qu'un seul plan horizontal 
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PRÉFACE. IX 

de projection , quelle que soit la hauteur du sol par 
rapport au projet , ou du projet par rapport au sol. 

Toutes les coupes horizontales d'un monument ou 
d'une maison pourront différer entre elles suivant 
rétage dont elles expriment la distribution inté- 
rieure ; mais elles ne dépendront pas de la hauteur 
du plan horizontal sur lequel on les aura projetées. 

Il est bien certain que , dans les épures d'un canal 
ou dans le profil d'une galerie souterraine , la ligne 
AZ ne représente pas la surface de la terre, qui n'est 
presque jamais de niveau , ni dans le projet ni dans 
le terrain naturel. 

Le mot de ligne de terre conviendrait tout au plus 
pour désigner la hauteur du sol, sur un dessin isolé, 
qui ne contiendrait que la projection verticale ou 
élévation d'un monument ou d'une machine; mais, 
dès que Ton réunit sur une naême feuille, les deux 
projections d'un objet , c'est le plan horizontal qui 
est la projection essentielle , et la ligne AZ est , par 
conséquent, la trace du plan vertical de projection. 

Je conçois que , dans les écoles préparatoires , où 
l'on fait très-peu d'épurés, les jeunes gens s'habituent 
à regarder le tableau devant lequel ils sont toute la 
journée , comme le plan principal de projection; et , 
dans ce cas, il est naturel qu'ils cherchent à expri- 
mer sur ce premier plan , quelle est la hauteur du 
second : mais s'ils connaissaient le but de la géomé- 
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X PRÉFACE, 

trie descriptive , ils sauraient que, dans une question 
composée, de construction ou d'architecture, tout 
se rapporte à la projection horizontale ou plan d'en- 
semble, et que les nombreux profils, coupes ou détails 
nécessaires pour l'exécution du projet , ne sont que 
^des projections secondaires, rabattues en tournant 
autour de lignes horizontales , qui sont souvent 
situées à toutes les hauteurs , et qui , par conséquent , 
n'ont rien de commun avec la terre. 
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AVIS. 

Les nombres placés en tête , et du côté opposé au numéro de 
chaque page, indiquent la planche; les numéros des figures sont 
indiqués dans le texte; enfin, les nombres placés seuls et entre 
parenthèses sont des renvois aux articles précédents. 

Le numéro de chaque article est au commencement de Talinéa. 
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LIVRE PREMIER. 



CHAPITRE PREMIER. 

DÉFINITION, PRINCIPE GlÎNlâRAL. 

i . V ombre est V absence de la lumière ; il y a ombre^ là où 
les rayons de la lumière ne peuvent pas arriver. 

% Cette définition étant admise , concevons i fig A ^pL 1 ), 
un corps quelconque éclarré par les rayons lumineux qui 
partent d'un point 5. Ces rayons sont de trois espèces. 

i*" Les rayons qui rencontrent la masse du corps. 

T Ceux qui touchent le corps, 

3» Ceux qui ne k rencontrent pas. Or, les rayons qui , par- 
tant du point s s'appuient «ur le corps, forment une surface 
de cône, tangente, et dont l'intersection avec le plan p ou 
toute autre surface, déterminera le contour de l'ombre portée 
par le corps sur cette surface. 

I^ courbe amb^ suivant laquelle la surface du corps est 
touchée par le cône qui l'enveloppe, sépare, sur cette surface, 
la partie éclairée de celle qui est obscure. 

1 



Digitized by 



Google 



2 DÉFINITIONS. PL. 1. 

La question qui va nous occuper peut donc s'cnoncer ainsi, 
d'une manière générale : 

3. La forme et la grandeur d'un corps étant déterminées j 
ainsi que la direction des rayons de lumière , on demande de 
construire : 

V La ligne qui^ sur la surface du corps , sépare la partie 
éclairée de celle qui est obscure ; 

2® La ligne formant le contour de r ombre portée par le 
corps sur les surfaces extérieures. 

4. Il est facile de reconnattre que si la première de ces 
deux lignes était déterminée, elle deviendrait la directrice du 
cône dont l'intersection avec les surfaces extérieures serait le 
contour de Tombre portée. 

5. Lorsque le corps éclairé est un polyèdre (fig. 2), la 
ligne de séparation se compose de toutes les arêtes qui sépa- 
rent les faces éclairées des faces obscures. Tous les plans qui 
contiennent ces arêtes et le point lumineux forment une pyra* 
mide dont l'intersection avec le plan p donne un polygone 
pour Tombre portée par le polyèdre. 

Lumière du soleil, 

6. Dans les dessins de Tingénieur on suppose toujours que 
la lumière provient du soleil , et dans ce cas on admet que les 
rayons sont parallèles entre eux. 

11 résulte de cette hypothèse que le cône ou la pyramide 
formée par les rayons lumineux qui enveloppent le corps, de- 
viennent un cylindre ou un prisme, ce qui ne change rien à la 
définition générale que nous venons d'énoncer; ainsi, nous 
supposerons , dans toutes les épures qui vont suivre , que les 
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PL. 1. PRINCIPES GÉNÉRAUX. 3 

rayons de lumière SQQt parallèles et qu'ils sont envoyés par 
le soleil. 

Principes, 

7. Il y a, pour déterminer le contour des ombres, deux 
principes généraux que Ton peut désigner ainsi : 

V Principe des plans coupants ; 
S"" Principe des plans tangents. 

Principe des plans coupants, 

8. Première opération. On coupera le corps par un plan 
parallèle à la direction des rayons lumineux ^ ce plan con- 
tiendra nécessairement une infinité de rayons. 

Deuxième opération. On construira (fig, 3), par les moyens 
indiquées dans la géométrie descriptive, la courbe mm!nvu\i 
résultant de la section de la surface du corps par le plan. 

Troisième opération. On tracera tous les rayons tangents 
qu'il sera possible de mener à cejtte courbe. Chaque rayon 
contiendra deux points essentiels, savoir un point de tangence 
tel que m, et un point d'intersection m'. 

On déterminera avec la plus grande exactitude possible, 
tous les points de tangence et tous les points d'intersection. 

En coupant de nouveau le corps par d'autres plans parai- 
lèles aux rayons de lumière, on obtiendra autant de points que 
Ton voudra. 

9. La courbe qui passe par tous les points de tangence 
forme sur la surface du corps, la séparation entre la partie qui 
est éclairée et celle qui est obscure, et la courbe qui contient 
les points d'intersection est le contour de l'ombre portée, 
^insi la courbe mu est une ligne de séparation tandis que 
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4 PRINCIPES GÉNÉRAUX. PL. |. 

wlv! est une courbe d'ombre pariée ; nv est une ligne de 
séparation , n'v'z est une courbe d'ombre portée. 

On reconnaît de plus que la courbe mV est Tombre de mu 
et que nVz est l'ombre portée par la courbe nv. 

10. Enfin mu est la directrice d'un cylindre dont Tintei-sec- 
tion avec la surface du corps est m'u', et la courbe nv est La 
directrice d'un second cylindre qui coupe le plan p suivant 
nVz. 

11. Le principe général que nous venons d'énoncer étant 
bien compris, il ne restera plus, dans chaque cas particulier, 
qu'à choisir le système de plans coupants le plus simple, pour 
avoir des intersections faciles à construire» et le plus prompte- 
ment possible. 

Principe des plans tangents. 

12. Première opération. On construira (Géom. descrip.) 
un plan tangent parallèle à la direction des rayons lumineux. 
Ce plan touchera le corps en un point m {fig. 4), que l'on dé- 
terminera le plus exactement qu'il sera possible, et qui fera 
partie de la ligne de séparation. En effet, le plan p' étant 
parallèle aux rayons lumineux, contient nécessairement celui 
qui touche le corps au point m. 

La même construction étant répétée, fera connaître autant 
de points que Ton voudra de la ligne de séparation. 

Deuxième opération. La ligne de séparation étant détermi- 
née, on la prendra pour la directrice d'un cylindre dont l'in- 
tersection avec le plan p, ou tout autre surface, sera l'ombre 
portée par le corps sur celle surface. 

Direction de la lumière, 

13. La direction de la lumière est ordinairement déter- 
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PL, 1 . SURFACES PLANES. Ti 

minée par ses deux projections a6, a%^ ( A9* ^)) ^^^^ i' arrive 
souvent, lorsque la question est composée, que Ton juge à 
propos d'employer un ou plusieurs plans auxiliaires de pro- 
jection. Dans ce cas il faudra déterminer la projection du 
rayon de lumière sur chacun de ces nouveaux plans. 

14. Ainsi, par exemple, a"6" sera la projection du rayon 
ab, clV sur le plan vertical pg, que Ton suppose rabattu 
sur répure en tournant autour de sa trace verticale. 

15. Omhre à 45"*. Dans les études on fera bien de donner 
aux rayons de lumière toutes sortes de directions. Cela con- 
tribue à varier les diflScultés et familiarise avec tous les effets 
d'ombre qui peuvent avoir lieu. Mais dans les dessins de l'in- 
génieur, on s'assujettit presque toujours à cette condition que 
les rayons lumineux soient parallèles à la diagonale d'un cube 
qui aurait ses faces parallèles aux plans de projections. 

Il résulte de la figure 6 que les deux projections afr, aV 
du rayon de lumière font , avec la ligne AZ , des angles de tër. 

Par suite de la convention précédente l'étendue des ombres 
portées sur les faces parallèles aux plans de projections per- 
mettra d'apprécier la saillie des corps qui portent ces ombres ^ 
ce qui, dans certains cas, rendra complète, avec une seule 
projection , la description de l'objet que Ton dessine. 

16. Si l'on était conduit par la nature de la question à faire 
usage d'un troisième plan de projection perpendiculaire aux 
deux premiers, la projection a%" du rayon lumineux sur ce 
troisième plan ferait encore, avec la ligne AZ, un angle de iSf*, 

17. Rayon lumineux fanant un angle de 45"* avec sa pro- 
jeeiion. Lorsque l'on ne trace les ombres que sur l'un des deux 
plans de projection, on peut adopter une direction de la 
lumière qui fasse un angle de 45"^ avec sa projection. La direc- 
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6 PRINCIPES GÉNÉRAUX. PL. {. 

lion de cette projection est, du reste, indéterminée et peu! 
toujours élre choisie de manière à produire te meilleur effet 
possible sous le rapport du dessin. 

Il résulte de cette convention que Yombre portée par un 
point sur le plan de projection ou sur tout autre plan qui lui 
serait parallèle sera éloignée de la projection du point d'une 
quantité égale à la distance qui existe entre ce point et le plan 
sur lequel son ombre est portée. 

Ce qui permettra d'apprécier les saillies aussi facilement que 
par la méibodfe précédente. 
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PL. |. POLYÈDRES. 7 

CHAPITRE 11. 

POLYÈDRES. 

18. Les faces d'un polyèdre étant nécessairement planes, 
chacune d'elles sera toujours entièrement éclairée ou entière- 
ment obscure , à moins qu'elle ne reçoivent Tombre portée 
par quelque corps étranger. 

Ainsi les arêtes d'un polyèdre peuvent être classées de la 
manière suivante : 

1"* Les arêtes éclairées qui proviennent de V intersection de 
deux faces éclairées ; 

T Les arêtes obscures qui résultent de Vintersection de 
deux faces obscures ; 

S'* Les arêtes qui résultent de Vintersection d'une face éclai- 
rée avec une face obscure. 

19. L'ensemble de ces dernières lignes compose, sur la 
surface du polyèdre, la ligne de séparation entre la partie 
éclairée et celle qui est obscure. Tous les rayons qui s'appuient 
sur ces arêtes forment un prisme qui enveloppe le corps , et 
dont Tintersection avec les surfaces extérieures détermine le 
contour de l'ombre portée par le polyèdre. 

Ainsi f dans tous les cas, le principe général consiste à con- 
cevoir le corps enveloppé par une surface parallèle aux rayons 
lumineux et qui aurait pour directrice la ligne où l'ensemble 
des lignes qui sur la surface du corps , séparent la partie qui 
est éclairée de celle qui est obscure. 

20. La surface enveloppante dont nous venons de parler 
sera «elle d'un cylindre ou d'un prisme , suivant que la ligné 
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8 POLYÈDRES, PL. 2- 

de séparation sera composée de courbes ou de lignes droites. 

La détermination de Tonibre portée ne consiste plus qu'à 
construire l'intersection du cylindre ou du prisme enveloppant 
avec les surfaces extérieures. 

Or, toutes eesquestions ayant été résolues dans la Géomélrie 
descriptive que je suppose connue du lecteur, nous pouvons, 
«tes à présent , regarder la théorie des ombres comme complète. 
11 ne nous reste pins qu'à choisir, comme sujets d'exercices, 
les exemples les ptus convenables pour nous familiariser avee 
les difficultés de l'application. 

21 . Premier exemple. Supposons que l'on veuille con- 
struire (fig. 7, pL 2) l'ombre d'une droite , ayant pour pro- 
jection verticale le point 1 .2 , et pour projection horizontale 
la droite 1*2 perpendiculaire à la ligne AZ. 

22. 11 est bien entendu que l'on doit admettre que cette 
ligne représente ici une tringle de bois ou de métal très-mince ^ 
car, il est évident qu'une ligne géométrique n'intercepterait 
aucun rayon lumineux, et ne pourrait par conséquent produire 
aucune ombre. 

Tous les rayons lumineux qui s'appuient sur la droite 
donnée formeront un plan perpendiculaire au plan vertical de 
projection. La droite t. 2 2' parallèle, à la projection verticale 
du rayon de lumière , sera l'ombre de la ligne donnée. 

23. En général, lorsqu'une droite est perpendiculaire à 
Vnn des plans de projection^ son ombre sur ce plan est pa- 
rallèle à la projection du rayon de lumière. L'ombre du point 
2 résulte de l'intersection du rayon qui passe par ce point avec 
le plan vertical de projectian. 

24. Deuxième exemple. Soit {pg. 10) les deux projections 
d'un triangle horizontal dont les sommets sont projetés par 
les trois points 1 ,2,3 s on concevra par chaque sommet un 
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rayon de lumière dont on déterminera l'intersection avec le 
plan horizontal. Ces points étant joints entre eux par des 
lignes droites, on aura le contour de l'ombre portée par le 
triangle sur le plan horizontal. 

On remarquera ici que Fombre portée par le triangle est 
égale à cette figure elle-même. Gela provient de ce que les 
plans contenant les rayons lumineux qui s'appuient sur les 
trois côtés du triangle donné, forment un prisme triangu- 
laire. Or, le triangle et son ombre étant deux sections hori- 
zontales , et par conséquent parallèles dans un même prisme , 
doivent être égales. 

25. En général , Vombreportèe par une figure plane sur un 
plan qui lui est parallèle est toujours égale à cette figure. 

26. Troisième eocemple. Ombre d*un prisme ver tical(fig. S). 
Si par les arêtes verticales 1.2 , 4.5 on conçoit deux plans pa- 
rallèles au rayon de lumière, il sera facile de reconnaître que les 
faces 1.2-6, 4.5-6 sont éclairées , tandis que les faces 1.2-3, 
4.5-3 sont obscures ; et comme la base supérieure est éclairée, 
il en résulte que la ligne qui sépare la partie éclairée de celle 
qui est obscure, passe par les sommets 1 , 2, 3, 4, 5. En con- 
struisant l'ombre de chacun de ces points (23), le contour de 
Tombre portée sera déterminée. 

27. Quatrième exemple. Dans la figure 9 le prisme est hexa- 
gonal , et il sera facile de reconnaître , comme dans l'exemple 
précédent, que la ligne de séparation passe par les sommets 
1,2,3,4,5,6,7,8. 

Les sommets 1,2,3,4, porteront leur ombre sur le plan 
vertical ; mais on remarquera que l'ombre de l'arête 4 et 5 
&it un pli, et qu'une partie de cette ombre a lieu sur le plan 
vertical de projection , tandis que le reste de l'ombre de la 
même droite se porte sur le plan horizontal. 
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10 POLYÈDRES. PL. 2 

On détermine d'abord 5' qui est l'ombre du point 5 sur le 
plan vertical, comme si le plan horizontal n'existait pas, et 
Ton tracera la droite 4 *5' dont on ne conservera que la partie 
4'-m. On construira ensuite le point 5" qui est l'ombre du point 
5 sur le plan horizontal , et la droite m5" complétera l'ombre 
de l'arête 4-5. 

En continuant à tourner dans le môme sens on déterminera, 
sur le plan horizontal , les points 6', 7', 8' et 1", de sorte que 
8-1" sera l'ombre de l'arôte 8-\ ; on ne conservera que 8'-n 
et Ton joindra le point n avec i' par lequel nous avons sup- 
posé que Ton avait commencé. 

Ligne de séparation sur les polyèdres. 

28. Dans les deux exemples précédents la ligne de séparation 
était facile à reconnaître, mais lorsqu'il y aura quelque incer* 
titude on pourra raisonner de la manière suivante : soit a6, bc 
(fig. 1 1 } les sections de deux faces adjacentes, par un plan 
parallèle aux rayons de lumière ; soit de plus mn Tun de ces 
rayons venant dans la direction indiquée par la flèche F ^ il 
est facile de reconnaître que la face ab sera éclairée, tandis 
que la face bc sera dans l'ombre, puisqu'un rayon lumineux 
ne pourrait parvenir à cette face qu'en traversant la masse qui 
est indiquée par des hachures. 

Dans la fig. 12 les deux faces a6, 6c sont éclairées , tandis 
que si la lumière venait dans le sens contraire de celui indiqué 
par la flèche, les deux faces seraient obscures. 

29. De ce qui précède on peut conclure cette règle générale : 
V On coupera le polyèdre par un plan parallèle à la di- 
rection de la luinièrey ce qui donnera un polygone A (fig. 16), 

2** On construira , par chacun des sommets de ce polygone^ 
<in rayon lumineuœ. 
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Ceux de ces rayons qui n* entrent pas dans le polygone ^ dé- 
terminent les arêtes formant la ligne de séparation. 

Les rayons qui entrent dans le polygone déterminent les 
arêtes éclairées, tandis que les rayons qui ne peuvent sortir 
du polygone qu'après l'avoir traversé^ déterminent les arêtes 
obscures. 

Mùsi les arêtes des points 2 et 5 appartiennent à la ligne de 
sëparation. 

L'arête qui contient le point 1 est éclairée. 

Enfin , les arêtes des points 3 et 4 sont obscures. 

Il est bien entendu que la section A doit être choisie de ma- 
nière à ce qu'elle coupe les arêtes pour lesquelles on éprouve 
de l'incertitude ; il pourra même arriver que Ton soit obligé 
de faire plusieurs sections, parce qu'une seule ne couperait 
pas toutes les arêtes du polyèdre. 

30. Cinquième exemple. (Fig. i 3, 15.) Si nous appliquons 
les principes précédents à Tarête 11-12 qui a la même projec- 
tion verticale que 1 et 2, nous supposerons le polyèdre coupé 
par un plan vertical pq parallèle au rayon de lumière, et nous 
construirons la projection vertical vsu de la section , et celle du 
rayon mn qui passe par le point s ; et comme ce rayon entre 
dans le polyèdre, il en résulte évidemment que l'arête 11-12 
est éclairée. 

J'ai dit, en géométrie descriptive , comment on construisait 
les projections du dodécaèdre régulier dont on propose ici de 
construire les ombres. 

En raisonnant comme nous venons de le dire, on recon-» 
naîtra que la ligne de séparation passe par les sommets 1 , 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 

Si nous supposons que l'on commence par le point 1 , on 
cherchera d'abord l'ombre des sommets 1,2, 3, 4, 5, 6, 7 
sur le plan vertical de projection 5 on joindra ces points par 
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des droites jusqu*à ce que Ton soit parvenu au point v, suivant 
lequel l'ombre de Taréte 6>7 rencontre la ligne AZ. 

On cherchera ensuite les ombres des sommets 7, 8, 9, 10, 1 
sur le plan horizontal , ce qui déterminera la ligne brisée 
t>.7"-8'.9'-l(y.l". 

Enfin on joindra le point u avec 1', ce qui complétera le 
contour de l'ombre portée par le polyèdre sur les plans de 
projection. 

31 . On fera bien , pour s'exercer, de cotistruire la projec- 
tion auxiliaire {fig. 14), ce qui donnera en même temps un 
moyen simple de vérification pour chaque point. La direction 

'e la lumière sur la figure 14 se déterminera comme nous 

avons dit au n® 14. 
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CHAPITRE III. 



OMBRES BRISÉES. 

32. La forme souvent très-composée des surfaces sur les- 
quelles se projettent les ombres , peut donner lieu à des plis 
ou des interruptions qui présentent quelques difficultés avec 
lesquelles le lecteur ne pourra se familiariser que par un grand 
nombre d^exemples. 

33. Premier exemple. Soit (fig. 17 et 18, pi. 5) les pro- 
jections verticale et horizontale de deux marches parallèles 
aux plans de projection, la partie hachée en points représen- 
tant la coupe d'un mur vertical. Les lignes AX et BY sont 
les traces des plans horizontaux qui forment les faces supé- 
rieures des deux marches, et les droites A'X', B'Y' sont les 
traces des plans qui forment les faces verticales. 

Supposons , actuellement, que Ton veuille constrty^e Tom- 
bre portée sur ces marches, par une droite inclinée 1-2 , la 
direction du rayon de lumière étant donnée par ses deux pro- 
jections s{, sH\ 

Tous les rayons lumineux qui s'appuient suria droite don- 
née 1-2 forment un plan dont il ne reste plus qu'à chercher 
Fintersection avec la surface de Tescalier. 

Voici Tordre des opérations : 

l"" On pourra commencer par construire les points i\ 2' qui 
sont les ombres des points 1 et 2 sur la surface verticale du 
mur, puis on tracera la droite l'-2' dont on ne conservera que 
la partie 1 -a. 

2° La verticale a-a' déterminera le point a' que Ton joindra 
avec 2", qui est l'ombre du point 2 sur la face horizontale de 
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la marche supéiieure^ de sorte que Tombre portée sur cette 
marche par la ligne donnée sera a'-S" dont on ne conservera 
que la partie a!'e\ 

3° La verticale e -e déterminera le point e que Ton joindra 
avec 2"\ qui est Tombre du point 2 sur la face verticale de la 
deuxième marche ; l'ombre sur cette face sera donc c-u. 

On tracera la verticale u-u^ et Ton aura u\ que Ton joindra 
avec 2'^, qui est l'ombre du point 2 sur la face supérieure de 
la première marche. On ne conservera que w'-n'. 

4* La verticale vi-n donnera le point n que l'on joindra 
avec 2^ qui est Tombre du point 2 sur la face verticale de la 
première marche. L'ombre sur cette face sera n-2' dont on ne 
conservera que n-^, 

5* Enfin la verticale o-c! déterminera le point o' que l'on 
joindra avec 2" qui est Tombre du point 2 sur le plan hori- 
zontal qui représente la terre. La petite droite o'-2" complé- 
tera l'ombre de la ligne donnée. 

34. Les droites l'-a, e-w, n-o^ doivent être parallèles entre 
elles comme résultant de l'intersection de trois plans paral- 
lèles paip le plan des rayons lumineux , qui s'appuient sur la 
droite donnée. 

Il en est de même des droites oV, u^-v!^ o'-2^\ 

35. Deuxième exemple. Supposons que l'on veuille con- 
struire Tombre portée sur les mêmes marches par un parallé- 
lipipède rectangle dont on a les deux projections {fg, 19 
et 20). On reconnaîtra d'abord facilement que la ligne de sé- 
paration passe par les sommets 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1. 

Voici l'ordre des opérations : 

1" On déterminera d'abord l'-2' qui est l'ombre de l'arête 
\ -2 sur le plan horizontal qui représente la terre. 

2' La petite droite 2'-a' parallèle à 2-3 (28) sera l'ombre 
portée sur la terre par une partie de cette arête. 
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S** \jà verticale a^-a donnera le point a que l'on joindra 
avec le point o suivant lequel Taréte 2-3 perce le plan qui 
forme la face verticale de la première marche ; de sorte que 
la droite a-o sera Tintersection de cette face par le plan des 
rayons lumineux qui s'appuient sur raréte2-3, et par con- 
séquent la petite droite a-e sera l'ombre portée par une partie 
de cette arête. 

4® La verticale «-e' déterminera le point e' par lequel on 
tracera e'-r' parallèle à Taréte 2-3, et qui sera l'ombre portée 
par une partie de cette ligne sur la face supérieure de la pre- 
mière marche. 

8^ La verticale r'-r déterminera le point r que l'on joindra 
avec le point n suivant lequel Taréte 2-3 perce le prolonge- 
ment de la face verticale de la deuxième marché ; par consé* 
quent r-u sera Tombre portée sur cette face. 

& La droite u^-m^ parallèle à la ligne 2-3 sera Tombre 
portée par cette arête sur la face horizontale de la deuxième 
marche. 

7* La verticale ntl-m donnera le point m que l'on joindra 
avec 3' qui est l'ombre du point 3 sur la face du mur. Cette 
dernière opération complétera Tombre de l'arête 2-3. 

8* Les droites 3-4', 4'-5' seront le ombres des arêtes 3-4, 
4- 5 sur le mur. 

9" La droite 5'-aî, ombre portée sur le mur par une portion 
de l'arête 5-6, sera déterminée par la condition qu'elle doit être 
parallèle à 3'- m, ou bien enjoignant 5' avec le point v suivant 
lequel l'arête 5-6 prolongée perce la face verticale du mur. 

10° La verticale x-x^ donnera le point a/, et la droite j? -V, 
parallèle à Tarète 5-6 , sera Tombre d'une partie de cette ligne 
sur la face supérieure de la deuxième marche. 

11® La verticale z -JE déterminera le point z par lequel on 
tracera js-p parallèle à 3'-m et formant l'ombre portée par une 
partie de Tarète 5-6 sur la face verticale de la deuxième marche. 
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12® En continuant à raisonner comme nous venons de le 
faire, on construira successivement : 

P'q' parallèle à Taréte 5-6 \ 
qy parallèle à 3'-m. 
Enfin y'-6'" parallèle à 5-6 , 

ce qui complète Tombre de cette arête. 

36. On remarquera que la droite jsp prolongée doit passer 
par le point t suivant lequel Taréte 5-6 perce la face verticale 
de la deuxième marche. 

Par la même raison la droite. 9-y doit aboutir au point c; 
et les droites x'-z!^ p-9' prolongées doivent passer par les 
points 6', 6" suivant lesquels les faces supérieures des marches 
sont percées par le rayon de lumière du point 6. 

37. Il ne faut négliger aucun de ces moyens de vérification 
qui forment, par la même occasion, autant de sujets d'exer- 
cices. 

D*ailleurs la direction d'une ligne droite étant toujours dé- 
terminée par deux points , il faut , par de nombreux exemples , 
s'exercer à choisir sans hésitation , dans chaque cas, les deux 
points les plus avantageusements situés. 

38. En général, après avoir reconnu quelle doit étre^ sur 
la surface d*un polyèdre donné , la ligne de séparation entre 
la partie éclairée et celle qui est obscure^ on cherchera l'ombre 
d'un premier côté en prolongeant, sHl le faut^la face qui reçoit 
cette ombre , et après avoir effacé tout ce qui est en dehors des 
limites de cette face^ on construira la suite de V ombre sur la 
face adjacente à la première , en ne conservant que ce qui est 
dans les limites de cette deuxième face , et Fon continuera de 
celte manière à chercher la suite de l'ombre sur les troisième , 
quatrième et cinquième faces des corps extérieurs jusqu'à ce 
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que Von soit revenu à Vombre du point par lequel on a com- 
mencé. 

Toutes ces opérations sont la conséquence des principes 
exposés dans la Géométrie descriptive , sur la pénétration des 
polyèdres et l'exemple qui vient de nous occuper revient à Tin- 
tersection des surfaces des deux prismes , dont l'une est formée 
par l'ensemble des rayons lumineux qui s'appuient sur le po- 
lyèdre , tandis que l'autre se compose des faces verticales et 
horizontales de l'escalier. 

39. Troisième exemple. Soit (fig. 21 et 22) les deux projec- 
tions d'un escalier représenté en coupe sur la projection auxi- 
liaire (fig. 23) , la direction de la lumière étant déterminée 
par ses projections â-l, s -I', s"-/". 

Les lignes de séparation, dans cet exemple, sont : 

1 ** Les arêtes brisées à droite de chacun des murs de rainpe^, 

2® Les arêtes verticales des points, il et 12 (fig. 22)*, 

3* L'arête horizontale 11-13 (fig. 21). 

1^ On construira d'abord sur le plan horizontal, et parallè- 
lement à s'-l\ la droite 1.2-a' qui sera l'ombre portée par une 
partie de l'arête verticale 1-2. 

2^ Le reste de cette ombre se relève verticalement depuis a 
jusqu'à 2' qui est l'ombre du point 2 sur la face verticale de 
la première marche. 

3^ L'ombre portée sur cette même face , par une partie de 
l'arête horizontale 2-3, doit être parallèle à la projection ver- 
ticale 5-{ du rayon de lumière (23), et par conséquent doit 
être dirigée vers le point 3, suivant lequel le plan qui forme 
la face verticale de la première marche est percé par la 
droite 2-3. 

4° La petite droite c -3', parallèle à l'arête 2-3, sera l'ombre 
portée par une partie de cette lij^ne sur la face horizontale de 
la première marche. 

o" On tracera ensuite la droite S'-c' dirigée vers le point 4' 

2 
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suivant lequel le rayon du point 4 percerait le prolongement 
de la face supérieure de la première marche, de sorte que 
3 -é' est l'ombre portée sur cette face par une partie de Ta- 
réte 2-3. 

& La continuation de cette ombre devient successivement 
e-n dirigée vers le point v sur la face verticale de la seconde 
marche ; ensuite v!-nt! dirigée vers 4" sur la face horizontale 
de la même marche , m-^ dirigée vers les points 4 ou 3" sur 
la face verticale de la troisième marche. 

Enfin u'-4"^ sur la face horizontale de cette dernière marche. 

Quant à Faréte horizontale 4-5, son ombre lui sera paral- 
lèle et par conséquent perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 

L'ombre de la rampe à droite ne rencontrant pas les mar- 
ches sera plus facile à construire, et se composera de la ma- 
nière suivante : 

1" La droite 6.7-7^ parallèle à »'-J' et formant Tombre 
portée sur le plan horizontal par l'arête verticale 6-7. 

2" La droite 7-8' provenant de Taréte horizontale 7-8 a 
laquelle elle doit être parallèle. 

3^ La droite 8-jz' qui est l'ombre portée sur le plan hori- 
zontal par une partie de l'arête inclinée 8-9. 

4^ L'ombre portée par le reste de la même droite sur la 
face verticale du mur devient J8-9". 

5*" Enfin l'arête 9-10 étant perpendiculaire au plan vertical 
de projection, son ombre 9"-9.10 doit être parallèle à la pro- 
jection $-1 du rayon lumineux (23). 

Les ombres portées par les arêtes verticales des points 1 i et 
12 doivent être parallèles à s'-{'. 

L'ombre portée par l'arête horizontale 11-13 ne peut pas 
être vue. 

40. On pourra , comme vérification ou comme exercice, se 
servir de la projection auxiliaire (Jig, 23) qui représente une 
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coupe de Tescalier, par un plan parallèle au mur de rampe. 
La projection «"-{" du rayon de lumière se construira comme 
nous Tavons dit au n® 14. 

41. Quatrième exemple. Soit (/îj. 24 et 25, pJ. 4) les 
projections verticale et horizontale d*un pan de bois , com- 
posé : 

1* De deux poteaux verticaux; 

2^ De deux traverses horizontales ; 

3* D'une pièce de décharge inclinée ou guette , assemblée 
dans les deux traverses. 

On veut avoir l'ombre portée par ces différentes pièces ; 

l"" Sur la face verticale d'un mur, 

2'' Sur les faces horizontale et inclinée d'une banquette 
dont la coupe est indiquée par des hachures sur la figure 26 ; 

3"^ Enfin sur le plan horizontal de projection qui , dans cet 
«xemple, représente la terre. 

I>es ombres des deux pièces horizontales ne présenteront 
aucune difficulté à construire, celle de la traverse inférieure 
se portera sur le plan horizontal , et celle de la pièce supé* 
rieure aura lieu sur la face verticale du mur. 

Pour les deux poteaux verticaux, il est évident que la se* 
paration des faces éclairées et des faces obscures sera formée 
par les arêtes verticales désignées sur le plan par les points 
let2. 

Commençons par le poteau à droite et supposons que Ton 
veuille d'abord déterminer l'ombre portée par Taréte verticale 
du point 1 . 

Le plan vertical formé par les rayons qui s'appuient sur 
cette arête coupera la surface de la terre, le talus, la face 
supérieure de la banquette et la face verticale du mur, sui- 
vant une ligne projetée sur le plan horizontal par la droite 
l-a'-c-«'etsur le plan vertical par la ligne brisée 1-a-c-e-l'. 
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Les verticales a'-a^ c'-c, e'-e détermineront les trois point» 

a, c, e. 

On construira de la roéme manière Tombre du poteau à 

gauche. 

42. Pour reconnaître quelles sont les arêtes de la pièce in- 
clinée qui forment la ligne de séparation , on pourra employer 
le principe du n*^ 29. 

Ainsi , en coupant cette pièce par un plan vertical pq^ pa- 
rallèle à la direction s^-ï du rayon lumineux, on obtiendra 
pour section (fig. 24?) le parallélogramme 3'-3"-4'-4"5 et les 
deux rayons ô-d, h-k ne traversant pas ce parallélogramme, 
nous en conclurons que la ligne de séparation pour cette pièce 
passe par les points 3', 4" et se compose, par conséquent ^ 
des arêtes 5-6, 7-8 situées dans les deux faces opposées du 
pan de bois , comme on peut le reconnaître par l'inspection 
des figures 28, 26. 

Ordre des opérations, V Supposons que Ton ait d'abord 
déterminé le point 5' qui est l'ombre du point 5 sur la face 
verticale du mur. On tracera 5-0 parallèle à l'arête 5-6, ce 
qui donnera l'ombre portée sur le mur par une partie de cette 
arête. 

2* La verticale e-o' donnera o', que Ton joindra avec le 
point u' suivant lequel l'arête 5-6 perce le plan horizontal qui 
-forme la face supérieure de la banquette, de sorte que o'-z' 
sera l'ombre portée sur cette face par une partie de l'arête 5-6. 

3* La verticale « -J5 déterminera j5, que l'on joindra avec m 
suivant lequel l'arête 5-6 prolongée perce le plan incliné qui 
forme le talus ; et la droite J5-a5, z -a?' sera l'ombre portée sur 
ee plan par une partie de l'arête 5-6. 

4* Enfin, la verticale x-af déterminera le point x\ que l'on 
joindra avec v' suivant lequel l'arête 5-6 prolongée rencontre 
la terre , ce qui complétera l'ombre de l'arête 5-6. 

Ainsi, cette ombre est une ligne brisée projetée sur le 
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plan vertical par S-^hZ-x-^ et sur le plan horizontal par 

O -0-J5-X-O . 

43. ]^ projection auxiliaire (/Sg. 26) sera très-commode 
pour déterminer le point m, ou bien encore les points 5", 6'", 
qui sont les ombres des points 5 et 6 sur le plan incliné qui 
forme le talus. 

Si cependant on n'avait pas assez de place sur Tépure pour 
construire la projection auxiliaire 26, on appliquerait le prin- 
cipe admis en géométrie descriptive. Ainsi {fig. 30), pour 
déterminer l'ombre du point m sur un plan paraHèle à la 
ligne AZ et dont les deux traces seraient CB, G'B'. 

On construira : 

1* Le plan vertical nipq contenant le rayon de lumière du 
point m; 

2® La droite a6, ay qui résulte de rinlersection du plan 
donné par le plan vrlpq; 

3® Enfin le point nil\ m!" suivant lequel la droite ab est 
rencontrée par le rayon de lumière du point m. 

De sorte que les deux points m" et m"' seront les deux pro- 
jections de l'ombre du point m sur le plan donné CB, VlB\ 

L'ombre de l'arête 7-8 (/îjf. 24 et 25) se déterminera en 
opérant comme pour Taréte 5-6. 

44. Cet exemple suffit pour faire comprendre ce qu'il y au- 
rait à faire pour construire les ombres portées par un système 
de charpente, quelques nombreuses que soient les pièces qui 
entreraient dans sa composition. 

On voit qu'il suffît de chercher séparément l'ombre de cha- 
que pièce, et la solution complète de la question résultera de 
la réunion de toutes ces opérations particulières. 

45. Cinquième exemple. Soit encore proposé comme sujet 
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d'exercice . de construire Tonibre portée par une croix sur un 
plan incliné dont les traces sont OTy, yz. 

Les dimensions de la croix sont déterminées par ses deux 
projections (/!g. 27, 28), et la direction de la lumière par 

On cherchera successivement les ombres : 

1^ Du prisme vertical formant le montant de la croix; 

2® Du prisme horizontal qui en forme les branches; 

3** Du parallélipipède rectangle formant le soubassement. 

Les lignes de séparation sur ces trois prismes étant faciles à 
reconnaître, il ne reste plus qu'à chercher l'ombre portée par 
chacune d'elles. 

Pour obtenir l'ombre du point \ , on construira : 

1* Le plan vertical wlyq.^ parallèle à 5-/', et contenant par 
conséquent le rayon de lumière du point 1 ; 

2® On tracera la droite vn-q^ projection verticale de Tinter-' 
section du plan donné par le plan wl'pq ; 

3** Le point i\ 1", qui est l'ombre portée par le point 1 
sur le plan donné, sera déterminé par Tintersection de la 
droite mq avec le rayon 1-1'. 

La même opération recommencée donnera autant de points 
que l'on voudra. 

On remarquera, comme vérification, que le côté 3-4', 3''-4"^ 
étant situé dans le plan xyz^ son prolongement doit percer le 
plan vertical de projection en un point n, n% situé sur la trace 
verticale du plan donné. 

Par la même raison, le côté 3'-5', 3"-5" prolongé perce le 
plan horizontal au point v, v'. 

46. Si Ton avait à déterminer l'ombre de beaucoup de pointa 
sur le plan incliné xyz^ on simplifierait les opérations en 
construisant (fig. 29) une projection auxiliaire sur un plan 
vertical YAZ' perpendiculaire à la trace horizontale zy. Par ce 
moyen , le plan donné xyz étant i^erpendiculaire au nouveau 
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plan de projection YAZ', la figure d*ombre portée se projette- 
rait sur la figure 29 par une ligne droite xs^^ qui serait en même 
temps la troisième trace du plan donné , et que Ton obtiendrait 
en faisant ojs'=OJS. 

La projection s'-r du rayon de lumière sur ta figure 29 se 
déduira des projections primitives $-1, s -f, en opérant comme 
nous l'avons dit au n** 14. 

J'engage le lecteur à faire cette troisième projection comme 
étude ou comme vérification; mais dans la pratique il faut, 
en admettant que Ton ait la place nécessaire, que les points 
à déterminer sur le plan oblique soient assez nombreux pour 
qu'il devienne utile de construire une projection auxiliaire du 
corps dont on cherche l'ombre. 
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CHAPITRE PREMIER. 

CYLINDRES. 

Cylindres obliques. 

47. Les données sont (pi. 5): 

1* Les deux projections B, B' d'un parallélipipède rectangle^ 
oblique par rapport au plan vertical de projection ; 

2* Les deux projections a-a, a^-a! de Taxe d'un cylindre 
G, G' posé horizontalement sur le parallélipipède B, B'^ 

3* La projection horizontale d-inl de l'axe d'un second cy- 
lindre circulaire D, D' oblique aux deux plans de projection et 
perpendiculaire au premier cylindre sur lequel il est posé \ 

it* Le rayon ft->fn du deuxième cylindre et l'angle V que 
son axe fait avec le plan horizontal de projection \ 

5® Les deux projections s-'I, s^-ï d'un rayon de lumière. 

On demande de construire les projections de ces cylindres 
ainsi que les limites d'ombre, et les ombres portées par ces 
corps sur eux-mêmes et sur les plans de projection. 

Les opérations qui vont suivre étant assez composées, j'en^ 
gage le lecteur à doubler toutes les dimensions de l'épure. 
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Projections du cylindre horizontal. Le rayon ao du cy- 
lindre horizontal sera déterminé (fig, 32) par la hauteur de 
l'axe a-a au-dessus de la face supérieure du parallélipipède 
B, B'; et sur la figure 35, la droite t)'-v\ double de ao^ sera 
la projection horizontale de Tune des bases du même cylindre. 

Cette même base aura pour projection verticale (fig, 32) 
Tellipse otH)v, qui a pour grand axe la verticale o^^ double 
de aOj et pour petit axe Thorizontale vhVj déduite de la pro- 
jection horizontale t?W. 

L'autre base , si l'on voulait la projeter, se construirait de 
la même manière. 

Projection horizontale du cylindre oblique. Le moyen le 
plus simple sera de faire une projection auxiliaire sur un plan 
vertical X'AY, parallèle à la direction du cylindre incliné D,D'. 
Cette disposition d'épuré sera d'autant plus convenable dans 
le cas qui nous occupe, que les directions des deux cylindres 
étant perpendiculaires l'une à l'autre , le nouveau plan ver- 
tical de projection X'AY, parallèle au cylindre incliné, sera en 
même temps perpendiculaire au cylindre horizontal; ce qui 
est, comme nous l'avons vu en géométrie descriptive , la po- 
sition la plus simple que puissent occuper deux cylindres par 
rapport aux plans de projection. 

L'axe du cylindre horizontal se projettera sur le plan X'AY 
par un seul point a'\ dont la hauteur aV au-dessus de la 
droite ÂX', doit être égale à la hauteur du point a au-dessus 
de XX (fig. 32); le cercle décrit du point a" comme centre 
avec un rayon aV égal à ao (fig. 32) sera la trace et en 
même temps la projection du cylindre horizontal CC' sur le 
plan X'AY. 

Du point a", comme centre, avec une ouverture de compas 
a"k égale à la somme des rayons des deux cylindres , on dé- 
crira l'arc de cercle MN , puis on tracera la tangente c"-n'\ 
faisant avec AX' un angle Y donné par la question. 
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I.a droite c^-n" sera la projection de Taxe cn^ cV du cy- 
lindre incliné D, D'. 

Par suite de ces opérations , le point n" sera déterminé , 
et le point c" n'étant pas donné , pourra être pris à volonté. 
Le rectangle xxuu sera la projection du cylindre incliné DD' 
sur le plan auxiliaire X'AY, et les points cc^-nvl pourront être 
facilement construits sur les figures 33 et 32. 

Les projections horizontales des deux bases du cylindre 
DD' seront deux ellipses, ayant pour leurs grands axes les 
droites e-c, cV, égales chacune à deux fois le rayon n"M, et 
pour petits axes les droites x^-x\ w'-w', projections horizon- 
tales des deux diamètres x-x^ u-u. 

Projection verticale du cylindre D. Si nous faisons (/Sg. 31) 
nn^ égal à js-n', et c-c' égal à qc\ le rectangle D"' égal à D" 
pourra être considéré comme la section du cylindre DD' par 
le plan qui contiendrait son axe et qui serait perpendiculaire 
au plan vertical de projection. 

Cette section, que Ton suppose, rabattue sur Tépure en 
tournant autour de sa trace verticale n^c^ pourra être efiacée 
dès qu'elle aura servi à déterminer les axes des deux ellipses 
qui représentent sur la figure 32 les projections des deux 
bases du cylindre incliné D. 

Ombres. 

48. Ligne de séparation sur le cylindre D, D\ Cette ligne 
(fig. 35) se compose de deux arcs l-u'-e' 2, d-x'-e-A^ et des 
deux droites 2-3, 4-1 , suivant lesquelles le cylindre est touché 
. par deux plans parallèles aux rayons de lumière (12). 

La détermination des droites 2-3, 1-4 dépend du principe 
général donné en géométrie descriptive pour construire des 
plans tangents à un cylindre parallèlement à une ligne donnée. 
Mais, d'abord , on n'a pas toujours les traces du cylindre, en* 
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suite ) sa forme circulaire permettra, dans le cas actuel, d*em- 
ployer des moyens qui seront convenablement placés ici comme 
sujets d'exercices. 

49. Première solution. En Tabsence de la trace horizontale 
du cylindre , on pourra opérer de la manière suivante : 

V" Par le point y,t/' (/îgf. 34 et 35) , pris à volonté sur l'axe 
du cylindre, concevons la droite yd, y'd' parallèle à la direc- 
tion s"-r, 5-r du rayon lumineux. L'axe d*-vl\ c'-n! du 
cylindre , et la droite y-d, y'-d' déterminent un plan parallèle 
au cylindre et au rayon lumineux; 

2* La droite d-d'^ perpendiculaire à X'A, déterminera le 
point d', suivant lequel la droite y-d, y'-d' perce le plan qui 
contient la base du cylindre, de sorte que d'-n' sera Tinter- 
section de ce plan par celui qui contiendrait l'axe du cylindre 
et qui serait parallèle à la direction de la lumière. 

Or, si Ton fait mouvoir ce dernier plan parallèlement à 
lui-même il sera tangent au cylindre lorsque la droite tcVd' 
sera venue prendre la position w"-d" parallèle à w'-d' et tan- 
gente à l'ellipse l-u'-2-u', qui est la projection horizontale de 
l'une des bases du cylinire. 

Le point de tangence 2 déterminera la droite 2-3, suivant 
laquelle le cylindre est touché par un plan parallèle à la di*- 
rection de la lumière. 

Nous aurons souvent, par la suite, l'occasion de construire 
des tangentes à une ellipse, parallèlement à une droite don- 
née. Je crois, pour cette raison, qu'il sera utile de rappeler la 
construction connue. 

Soit (fig. 33) une ellipse à laquelle on veut mener deux 
tangentes parallèles à la droite s-L 

On commencera par construire une corde quelconque ac , 
parallèle à la direction de s-I, et l'on joindra le milieu de cette 
corde avec le centre o, par un diamètre dont les extrémi- 
tés m et n seront les points de tangence demandés. 
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C'est ainsi que Ton a déterminé les points de tangenee â et 1 
{(ig, 35), en faisant passer le diamètre 2-1 par le milieu d'une 
corde parallèle à dV. 

Pour éviter la confusion des lignes, cette corde n'a pas été 
conservée. 

50. Deuxième solution. Les deux côtés x-u^ x-u {fig. 34) 
étant prolongés , perceront le plan horizontal suivant les deux 
points u"u"\ u"u"\ L'ellipse w'"-e"-u" -c" sera la trace horizon- 
tale du cylindre incliné D, D'. 

De là résultent les constructions suivantes : 

1** Par le point nV ou par tout autre point de l'axe, on 
construira la droite n"-gf, n-gf', parallèle à la direction de la 
lumière ] 

2^ On déterminera le point g\ suivant lequel cette droite 
perce le plan horizontal, et Ton joindra g* avec n'" par la droite 
g^'n"\ qui sera la trace du plan mené par l'axe du cylindre 
parallèlement à la direction du rayon lumineux ; 

3^ Il ne restera plus qu'à faire mouvoir ce plan parallèle- 
ment à lui-même, jusqu'à ce que sa trace j'n'" soit venue se 
placer en t"-2'. 

Cette dernière droite, parallèle à gf'n'", sera la trace du plan 
formé par les rayons de lumière qui touchent le cylindre sui- 
vant la ligne 2-3. 

Le point de tangenee 2' et le point correspondant 1', appar- 
tenant à la droite 1-4, se détermineront comme dans la solu- 
tion précédente. 

Toutes les constructions que nous avons faites ici dans le 
plan horizontal de projection, auraient pu être faites égale- 
ment dans la face supérieure du parallélipipède B"B', ou dans 
tout autre plan horizontal. 

51. Troisième solution. Les deux solutions précédentes 
exigent la construction des tangentes à l'ellipse , de sorte que 
Texactitude du résultat dépend de la précision avec laquelle 
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cette courbe aura été tracée. Or, une ellipse ne pouvant être 
construite que par points, les opérations qui en dépendent ne 
sont jamais aussi exactes que celles qui résultent de la seule 
combinaison de la ligne droite et du cercle. 

Pour atteindre ce but, on opérera de la manière suivante : 

!• On construira comme précédemment la droite y-d, y'-d', 
et Ton déterminera le point d'; 

2* On fera tourner le plan dtoto" autour de sa trace hori- 
zontale tmo". Par ce mouvement, le cercle u-ti viendra se pla- 
cer dans le plan horizontal , et la droite to'd' deviendra v'd"' ; 

3** Enfin , le rayon n*^-2", perpendiculaire sur to'd"', déter- 
minera le point de tangeiice ^^ et par suite la droite 2-3. 

La ligne t?"2" représente dans le rabattement, T intersection 
du plan de la base du cylindre par le plan tangent suivant la 
droite 2-3, et qui est parallèle à la direction de la lumière. 

52. Quatrième solution, l'' Si du point n"' comme centre, 
on décrit la circonférence M''-6"-t«*^-6", on pourra considérer 
cette courbe comme la projectidn horizontale de la section du 
cylindre par un plan u^ v^ perpendiculaire au plan de la pro- 
jection auxiliaire X'AY. Les points u^, u^ seront déterminés 
par la rencontre des deux lignes oMi, x-u prolongées, avec les 
droites ii^'-v^, w*^-u^, perpendiculaires à X'A \ 

2* La droite gf-n", g'-n', prolongée jusqu'au plan tt^-u' 
C/îjf. 34), déterminera le point ft, ft', et par suite la droite 
li-n'" qui résulte de Tintersection du plan xC-mH' par le plan 
qui contient Taxe du cylindre et qui est parallèle aux rayons 
de lumière ; 

3® Le rayon n"'-2'", perpendiculaire sur n'"-ft', déterminera 
le point de tangence 2"' et par conséquent la droite 2-3. 

La petite tangente t-2'", perpendiculaire sur le rayon n'"-2"^, 
est l'intersection du plan u^-u^ par le plan qui touche le cy- 
lindre suivant la droite 2-3. 

Les projections des deux droites 2-3, i-4, sur la figure 32, 
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seront déterminées par les intersections de Tellipse l-e"-2-€'" 
avec les verticales élevées par les points 1 et 2 de la figure 35. 

On remarquera aussi que les hauteurs des points 1 et 2, au- 
dessus de la droite AX, sur la figure 32, doivent être égales à 
celles des mêmes points au-dessus de AX' {^g. 34). 

J'ai indiqué toutes ces solutions comme sujets d'exercices. 
11 est bien entendu que, dans la pratique, le lecteur choisira 
dans chaque cas celle qui conviendra le mieux à la disposition 
particulière des données. 

53. Les deux dernières solutions ne sont applicables qu^aux 
cylindres circulaires. Il eût été plus général de ne pas intro- 
duire cette condition; mais les principes pour construire un 
plan tangent à un cylindre quelconque, ayant été exposés dans, 
la Géométrie descriptive ^ j'ai pensé que dans un Traité d'ap- 
plication il fallait mieux s'exercer sur des exemples-qui se pré- 
sentent fréquemment, surtout dans les dessins des machines. 

D'ailleurs les deux premières solutions conviendraient . à 
tous les cylindres, pourvu que l'on ait leur trace ou leur 
section par un plan quelconque , de sorte que la seule diffé- 
rence consisterait dans les moyens employés pour obtenir ces 
courbes , qui alors se construiraient par points. 

La construction des tangentes et la détermination des points 
de tangence dépendrait aussi de la nature des courbes {Géo- 
métrie descriptive), 

54. Ombre portée par le cylindre DD'. La ligne de séparation 
étant déterminée et passant par les points l-u'-e'-2-3-a?'-e-4-l 
(fig. 35), il ne reste plus qu'à construire l'ombre portée par 
chacune des parties de cette ligne. 

Première opération. Les rayons de lumière qui s'appuient 
sur i-u'-e-2 forment une portion de surface cylindrique dont 
rinterseciion avec la face supérieure du parallélipipède B, B' 
sera la courbe l'V-2^ (fig. 35). 
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La construction de cette courbe sera rendue facile par la 
projection auxiliaire (/Î9. 34). Ainsi, par exemple, le rayon 
de lumière du point 2 percera le plan horizontal u-c! en un 
point 2'^, dont la projection horizontale 2^ sera Tombre du 
point 2. 

On déterminera de cette manière autant de points que Ton 
voudra , en choisissant de préférence ceux qui sont situés sur 
les tangentes à la courbe, parce qu'on sait (Géométrie des- 
criptive) que la tangente se confondant avec la courbe dans le 
voisinage du point de tangence , la direction de la courbe se 
trouve toujours mieux déterminée lorsque Ton connaît la tan- 
gente et le point de tangence (/î^. 36) qu'elle ne le serait par 
un point d'intersection (/Sy. 38). 

Ainsi, on déterminera (/îg. 35) les points 2% V suivant 

'lesquels la courbe l"-u-2^ est touchée par les droites 2^-t', 

l'-r', résultant de Tintersection de la face supérieure du pa- 

rallélipipède B, B' par les deux plans que forment les rayons 

lumineux qui s'appuient sur le cylindre. 

Le grand nombre d'ellipses que l'on a l'occasion de tracer 
dans les diverses applications de la géométrie descriptive, fa- 
miliarise promptement avec la forme de cette courbe. De là il 
résulte qu'il est souvent plus facile de tracer la courbe tout 
entière , sauf à effacer après coup les parties que Ton n'a pas 
besoin de conserver. 

Ainsi, on fera bien de construire le point u^" suivant lequel 
l'ellipse l"-u-2^-M''" est touchée par la droite tt^*-!*''" perpen- 
diculaire à AX'. 

On remarquera également que les deux ellipses 1' -u -2^-u'", 
l-ttV-2 doivent se toucher en un point v! situé dans la face 
supérieure du parallélipipède B', B", et que de plus elles sont 
touchées toutes les deux au même point par la droite U'U\ 
perpendiculaire à AX'. 

Deuxième opération. La droite 2^-«' est Tombre de la ligne 
2-3 et provient de l'intersection de la face supérieure du pa- 
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raltélipipède par le plan tangent formé par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur 2-3. 

Le point â^ étant déterminé par l'opération précédente , il 
suffira de construire Tombre d'un second point de la droite 
2-3. Ainsi, par exemple, le rayon de lumière qui passe par le 
point 9 (/Sgf. 34) étant prolongé jusqu'au plan u-o^ détermi- 
nera sur le plan horizontal le point 9' que Ton joindra avec 2^. 

On pourrait aussi déterminer le point suivant lequel la 
droite 2-3, prolongée, rencontrerait le plan horizontal o-u, 
prolongé aussi. 

Enfin on pourrait se contenter de tracer 2^-9 parallèle à 
2'-to", parce que ces deux droites sont les intersections de 
deux plans parallèles par le plan tangent formé par les rayons 
lumineux qui s'appuient sur la droite 2-3. 

La verticale (W déterminera le point t^ que Ton joindra avec 
3' qui est l'ombre du point 3 sur la face verticale du mur. On 
peut remarquer, comme vérification , que la droite (-3' pro- 
longée doit aboutir au point 10' suivant lequel la droite 2-3 
prolongée aussi perce la face du mur. La hauteur du point 10' 
au-dessus de AX {^g. 32) doit être égale à la hauteur du 
point 10 au-dessus de AX' {fig, 34). 

On opérera de la même manière pour construire les deux 
droites l"-r' (/îflf. 35)etr-4' {pg, 32), qui forment l'ombre 
portée par la droite 1-4 sur le parallélipipède et sur le mur. 

Troisième opération. La courbe 4'-a?"'-3' {pg 32), qui est 
l'ombre portée par l'arc 4-a?'-3 , ne présentera pas de difficulté. 
Les hauteurs des points pourront être vérifiées par la projec- 
tion (/îff. 34). Ainsi , la hauteur du point x'" au-dessus de AX 
{fig. 32) doit être égale à Aa?" (fig. 34). 

Quatrième opération. Les deux plans tangents formés par 
les rayons lumineux qui s'appuient sur les droites 2-3, 1-4, 
couperont le cylindre horizontal C, C' suivant deux ellipses in- 
clinées qui sont les ombres portées par une partie de chacune 
des deux droites 2-3, 1-4. 
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La courbe t?"'-o"-6"' (/îj. 35) provient de Tintersecliop du 
cylindre C,C' par les rayons lumineux qui s*appuient sur la 
I)ortion de droite 5-6 {flg. 34 et 35). Les deux points 5 et 6 
seront déterminés sur la figure 34 en construisant les deux 
tangentes 5-5' et 6-6' parallèles à la projection 5"-l" du rayon 
de lumière. Le diamètre 5'-6', perpendiculaire à la direction 
de 5"-r, déterminera avec exactitude les deux points de tan- 
gence 5' et 6' dont les projections horizontales 5" et 6" seront 
sur les droites 5-5", 6-6" tangentes à Tellipse i?"-o"-6". 

On déterminera ensuite, de préférence, les points v'", d'" 
suivant lesquels la courbe est touchée par les deux droites 
v"-t)"' situées dans le plan horizontal qui contient Taxe du cy- 
lindre C, C. 

Les deux points o", o", situés dans le plan vertical qui con- 
tient le même axe , appartiennent à la tangente 2^-9' et à une 
autre tangente parallèle à la première et qui passerait par le 
deuxième point o". 

On déterminera de cette manière un assez grand nombre 
de points pour que la courbe puisse être tracée avec exacti- 
tude. 

On remarquera aussi combien la projection auxiliaire 
{fig. 34) facilite les constructions. Cela vient d'abord, de ce 
que cette projection est parallèle au cylindre D', D" et ensuite 
de ce qu'elle est perpendiculaire à toutes les surfaces sur les- 
quelles les ombres sont portées. 

55. En général , dans toutes les questions où il s'agira de 
construire la courbe de pénétration de deux surfaces, le travail 
sera toujours considérablement simplifié si Ton place Tune 
d'elles perpendiculairement à Tun des plans de projection \ ce 
que l'on pourra toujours faire lorsque cette surface sera uu 
plan, un prisme ou un cylindre*, elle devient alors Tune des 
deux surfaces projetantes de la courbe cherchée , dont il no 
reste plus qu'à construire la seconde projection. 

3 
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La courbe t?*^-o'"-t>'''-o'", projection verticale de la courbe 
v^"'0"'V'""&\ s'obtiendra en prenant les hauteurs' de tous les 
points sur la figure 34. 

Ainsi les deux points t)'^, t?'^ sont à la hauteur de Taxe a-a^ 
l'un des points o"' est dans la face supérieure du paralléiipi- 
pède, et le second point o'" est sur la génératrice la plus élevée 
du cylindre C, C'. 

On pourrait recommencer toutes les opérations précédentes 
pour construire Tombre portée par la droite 7-8 (fig. 34 
et 35); mais il sera plus simple de prendre la distance o%'^ 
(fig. 35) et de la porter sur un certain nombre des généra- 
trices du cylindre G' à partir des points où ces génératrices 
sont coupées par l'ellipse o"-t?'"-o"-v"'. 

On pourra employer le même moyen pour construire la 
projection verticale de la même courbe, dont les points de- 
vront d'ailleurs se trouver sur les verticales élevées par les 
points correspondants de la projection horizontale. 

Cette dernière opération complétera l'ombre portée par le 
cylindre incliné sur le cylindre horizontal. 

56. Ligne de séparation sur le cylindre horizontal Cette 
ligne se compose (fig. 32 et 33) : 

1** Des deux droites horizontales li-12, 13-14; 

2*" De l'arc de cercle dont les projections sont l2-i>-o-14 et 
42-v'-14 ; 

3*" Enfin d'un autre arc de cercle appartenant à la se- 
conde base du cylindre, qui ne peut pas être vue^ et qui 
d'ailleurs est cachée par le plan de la projection auxiliaire 
ifig. 34). 

Les droites 11-12, 13-14 étant perpendiculaires au plan de 
la figure 34, ont pour projections sur ce plan les deux points 
6' et 6'. Les deux droites 5-5', 6-6', tangentes au cercle C et 
parallèles à s"4'\ sont les intersections du plan de la figure 34 
par les deux plans formés par les rayons lumineux qui sont 
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tatigents au cylindre C, d*, suivant les droites 11-12, 13-14. 
Enfin , lu mihmpurtéts par le cylindre horizontal sur le 
fliur et sur la (kce supérieure du parallëlipipède ne présen- 
tent pas assez de difficultés pour embarrasser le lecteur. 



DEUXIÈME ÉTUDE D'OVBRES WR LES GTLUfDRBS (PL. 6)* 

£7. Deux tronçons de colonnes sont appuyés sur des blocs 
de pierres provenant des ruines d'un monument. Il s'agit de 
construire leurs projections et de tracer toutes les ombres , la 
direction de la lumière étant donnée. 

Ce problème, proposé en 1850 pour le concours d'admis- 
sion à TÉcole des beaux-arts , revient à construire les projec- 
tions de deux cylindres circulaires dont on connaît les rayons 
et les axes ; puis à déterminer toutes les lignes de séparation 
et d'ombres portées sur ces cylindres et sur les prismes rec- 
tangulaires qui leur servent d'appui. 

La forme du cadre adoptée pour mes épures m'a permis 
d'éloigner les projections auxiliaires et d'éviter par là une con- 
fusion de lignes qui pourrait ^ en fatiguant l'attention du lec- 
teur, nuire h la clarté des explications. 

Il est d'ailleurs évident que ces dispositions particulières 
ne changent rien à la solution du problème , et qu'en em- 
ployant des encres de couleur pour distinguer les diverses 
opérations, il sera facile d'exécuter l'épure dans les limites 
d'un cadre beaucoup moins étendu. 

Les données du problème sont : 

1^ Les projections horizontales b$ et dm des axes des deux 
cylindres circulaires de rayons égaux B et D ; 
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2* Les points 6 et d, suivant lesquels les droites bi et dm 
percent le plan horizontal de projection qui représente ici la 
surface du sol \ 

3** Les points « et m sont les centres des sections droites 
formant les bases les plus élevées des deux cylindres donnés ; 

4* L'angle V exprime l'inclinaison du cylindre B sur le plan 
horizontal de projection , et la direction du second cylindre 
doit être perpendiculaire à celle du premier ; 

5"* La base inférieure du cylindre B est appuyée sur la 
terre, et la base inférieure du cylindre D repose sur la face 
supérieure d'un parallélipipède rectangle T dont on connaît la 
hauteur *, 

6^ Les deux cylindres sont en outre appuyés sur les deux 
prismes K et R, dont les projections horizontales seules sont 
données par la question. 

58. Notation. Le grand nombre de projections auxiliaires 
et de rabattements employés dans cette épure exige quelques 
explications. 

En effet, en ne désignant que les points les plus essentiels, 
et chaque point étant exprimé par une seule lettre , quel que 
soit le nombre de ses projections, il a cependant fallu employer 
deux alphabets complets et 50 nombres, ce qui fait plus 
d'une centaine de points différents. 

On comprendra, par cet exemple, combien il serait diflScile 
d'appliquer ici des notations qui exigeraient plusieurs lettres 
pour désigner chacune des projections d'un même point; car, 
indépendamment des cinq projections verticales employées 
dans cette épure, il y a encore quatre projections sur des 
plans auxiliaires perpendiculaires aux plans verticaux. 

Or comment, dans ce cas, distinguera-t-on les différentes 
projections verticales ou inclinées de toutes les manières dans 
l'espace ? 



Digitized by 



Google 



PL. 6. CYLINDRES. 37 

Je pense donc, comme je Tai dit dans l'ouvrage que je 
publie sur les Exercices de giamiiriê descriptive j qu'il sera 
beaucoup plus simple de désigner les divers plans de projec* 
lion successivement introduits par A'Z', k"i', X'"Z"\ et ainsi 
de suite , de sorte que les différents accents indiqueront l'ordre 
suivant lequel chaque nouvelle projection sera ventfe concourir 
à la solution du problème. 

Je ferai même remarquer ici que, pour obtenir encore plus 
de symétrie dans les notations, je ne me suis pas servi de 
l'expression AZ , que j'emploie habituellement pour désigner 
l'intersection du plan horizontal avec le plan vertical de pro* 
jection. 

J'ai pensé que dans l'épure actuelle il vaudrait mieux dési* 
gner par A'Z' la trace du plan de projection sur lequel tous 
les points seront désignés par l'accent ' ^ par A"Z" la trace du 
plan de projection sur lequel tous les points seront désignés 
par l'accent "*, par A'"Z'" la trace du plan sur lequel toutes les 
projections seront désignées par '", etc. 

Ensuite, les diverses projections étant suffisamment écartées 
les unes des autres , on ne craindra pas de confondre les points 
correspondants; c'est pourquoi je n'ai pas cru devoir mettre 
des accents aux points qui sont désignés par des chiffres, les 
projections auxquelles se rapportent ces chiffres étant suffi- 
samment distinguées par les accents qui désignent les droites 
sur lesquelles ils sont situés. 

Peut-être pensera-t-on que j'aurais pu me dispenser d'in- 
diquer un aussi grand nombre de détails , et qu'il suffisait d« 
rappeler au lecteur les principes généraux desquels dépend la 
solution du problème. 

S'il en était ainsi, le traité actuel deviendrait par&itement 
inutile , et Ton pourrait se contenter de ce que j'ai dit dans 
les quatre premières pages : car, il ne faut pas l'oublier, c'est 
en variant les méthodes que l'on devient habile. L'art du pra- 
ticien ne consiste pas à employer toujours les moyens uni-* 
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formes qui résultent d*un principe général, mais à changer, 
au contraire , les opérations dans chaque cas, en profitant de 
toutes les circonstances particulières qui peuvent simplifier 1q 
travail. 

C'est pour familiariser le lecteur avec les moyens d^abréger 
ou de vérifier chaque point que j'ai cherché à réunir dans UQ 
même exemple les différentes manières d'obtenir la résultat. 

Les considérations précédentes étant admises , voici i'ordr# 
dans lequel on devra exécuter toutes les opérations. 

PROJECTIONS DES CYLINDRES. 

69. Première opération. On projettera Taxe du cylindre B 
sur un plan vertical èC^T!' parallèle à sa direction « et rabattu k 
droite dans la partie inférieure de Tépure. 

Le point b étant situé dans le plan horizontal de projection 
se projettera sur Ptl'ïl' par le point b'\ L'angle d"6"s" ou V 
étant donné par la question, déterminera la projection 6V da 
Taxe du cylindre B, et le point ^' sera déduit de sa projeQp 
tion horizontale $ par une perpendiculaire à la droite A"2l'\ 

Le point d, suivant lequel le plan horizontal de projection 
est percé par Taxe du cylindra D, sera projeta sur A"Z" par le 
point d!\ et la droite hs^ b"s" étant parallèle au plan A'^Z'', la 
perpendicularité des deux cylindres sera exprimée sur cette 
projection en faisant dW perpendiculaire sur 6V. 

Le point m" sera déduit de sa projection horizontale m par 
une perpendiculaire à la ligne A" Z". 

Deuxième opération^. Le plan X'"2!" perpendiculaire sur 
Vaxe Vs" contiendra l» ba^e supérieure ^v^ ^eçxxm droite dtt 
cylindre B. 

Si Ton fait tourner le plan h"'2l" autour d'une drwte quel- 
conque %!% perpendiculaire au plan de projection X!%'\ le 
point ss" viendra se rabattre en s"' sur le plan horizontal a!"z!"j 
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Taxe dm, d"m" du cylindre D sera projeté par d'"m"', et la 
droite s'"ft'" perpendiculaire sur d'W sera la plus courte dis- 
tance des axes des deux cylindres. 

La droite s'V", moitié de s'"/i"', sera égale au rayon de chacun 
des deux cylindres qui, d'après la question, doivent être 
égaux , et le point o"' sera la projection sur le plan A'"Z'" du 
point suivant lequel se touchent les deux cylindres. 

IVotsfcme o'piraiion. Le rayon 5'V étant porté à droite et 
à gauche de 5" sur la droite A"'Z'", le rectangle B" sera la pro- 
jection du cylindre B sur le plan vertical A"Z". 

La rencontre de la droite v'V avec A"Z" déterminera le 
point ti suivant lequel le cylindre B touche la terre \ la droite 
uV, perpendiculaire sur &"5", sera la section droite ou base 
inférieure du cylindre B, et le centre t/"y de cette base sera 
par conséquent déterminé. 

Quatrième opération. La projection B" du cylindre B sur 
le plan vertical A"Z" permettra de construire sur le plan hori- 
zontal la trace E et les projections des deux bases du n^^nie 
cylindre. 

Cinquième opération. On projettera le cylindre D sur un 
plan vertical A"Z'^ parallèle à sa direction, et cette projec- 
tion auxiliaire D*^ déterminera la trace F et la projection hori- 
zontale de la base supérieure de ce même cylindre. 

Quant à la base inférieure, elle dépend de la hauteur du 
prisme T sur lequel elle repose. 

En effet, les axes des deux cylindres étant complètement 
déterminés : 

l"" Par leurfi projections horisontalea \ 
%"" Par l^ttrs trai^ies borizontalea; 
3"" P4tr rinclin^Uon de l'un d'eu:i: aur le plan horiaoutal; 
A"" Par la condition que le second eylin.çlrô est perpendioiir 
taire sur le premier, auquel il doit être tangent ^ 

Les bases inférieures ne peuvent plus être prises à volonté , 
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puisque l'upe d'elles doit toucher le plan horizontal de projec- 
tion , tandis que le cylindre D doit être appuyé sur la face su- 
périeure du prisme T. Nous avons vu précédemment comment 
on peut déterminer la base inférieure du cylindre B; on agira 
d'une manière analogue pour déterminer celle du cylindre D. 

Ainsi , la hauteur du prisme T étant donnée par la question, 
on la portera de c en jc sur une perpendiculaire à la droite 
Â'^Z'^, puis par le point x on construira le plan horizontal P ; 
ce plan contiendra la face supérieure du prisme T; le point 
suivant lequel cette face sera percée par la génératrice du 
point 8*^ fera partie de la base inférieure du cylindre D'^ , et 
cette base devant être perpendiculaire sur l'axe d^^m^^y elle se 
projettera par une ligne droite sur le plan A'^Z*^ : la projection 
horizontale de cette base ne présentera plus alors de diffi- 
cultés. 

On n'a pas conservé sur Tépure cette partie de l'opération, 
parce qu'elle se serait confondue avec les projections qui ont 
lieu sur le plan vertical A'Z'. 

Smime opération. Les projections des cylindres sur le plan 
vertical A'Z' pourront facilement être déduites de leurs pro- 
ections' horizontales et des projections sur les deux plans 
verticaux A"Z" et A"Z'^j mais le but que je me propose en 
publiant cette épure étant de fournir aux élèves une occasion 
de s'exercer sur les rabattements des projections auxiliaires, 
je les engage à recommencer, pour déterminer les projections 
sur le plan A'Z', toutes les opérations que nous venons de faire 
sur le plan horizontal. 

II en résultera que les projections horizontale et verticale 
de chaque point étant obtenues par des opérations entière- 
ment indépendantes, on aura une vérification infaillible toutes 
les fois que ces deux projections seront situées sur une per- 
pendiculaire à la ligne A'Z'. 

Ainsi , les hauteurs des points s' et m' étant déduites des 
projections $" et m" sur le plan vertical A''Z", on construira 
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les projections verticales 6V et dW des axes des deux cylin- 
dres demandés. 

Cela étant fait, on concevra un nouveau plan auxiliaire de 
projection A^'Z""' parallèle au cylindre B et perpendiculaire au 
plan vertical de projection. 

Les distances des points 8^\ \f\ m'*, p*^ à la droite A^'Z^* se- 
ront égales aux distances des projections horizontales s^y^m^p 
à la ligne A'Z'. 

L'axe du cylindre B étant parallèle au nouveau plan de 
projection A'^^Z^', les projections s^'-j/^', m^'^-p'^ des deux 
axes sur ce plan devront être perpendiculaires l'une à l'autre. 

La projection B^* du cylindre B permettra de construire fa- 
cilement la trace G et les projections verticales des deux bases 
de ce cylindre. 

La hauteur du prisme K pourra être déterminée en proje- 
tant ce prisme K" sur le plan auxiliaire A"Z", ou bien en con- 
struisant sur le plan A'Z' la projection de la génératice vu, qui 
contient le point suivant lequel le cylindre B touche Tarête 
horizontale du prisme. 

Septième opération. Le rectangle D^"* sera la projection du 
cylindre D sur un plan A^'^'Z'^*" parallèle à la direction de ce 
cylindre, et perpendiculaire au plan vertical de projection. 

Cette nouvelle projection auxiliaire étant prolongée jusqu'à 
la droite A''"Z"", il sera facile de construire la trace H et les 
projections verticales des deux bases du cylindre D, 

La hauteur du prisme R pourra être déterminée en proje- 
tant ce prisme sur le plan vertical A'^Z*', ou bien en élevant 
une perpendiculaire par le point 14 de la projection horizon- 
tale, jusqu'à ce que cette perpendiculaire rencontre la projec- 
tion sur A'Z' de la génératrice qui contient le point 14 de la 
trace horizontale F. 

La projection verticale de la base inférieure du cylindre D se 
déduira de la projection D''"', sur laquelle on déterminera d'a- 
bord le point p^"' et la droite 45-46 perpendiculaire sur p^"'m"". 
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UGNB8 DB SÉPARATION. 

6Q« Première opération. La direction de la lumière étant 
parallèle à une droite donnée par ses projections SL, S'L', on 
tracera le rayon lumineux passant par un point quelconque |5^, 
pris à volonté sur l'axe du cylindre B. 

Le point { étant la trace horizontale du rayon $1^ s'I'^ on 
projettera ce point sur A"Z", ce qui donnera J!\ 

La perpendiculaire abaissée du point f sur le plan A'"Z"', 
déterminera un point qui , ramené sur a'"z^\ se projettera 
en t" et déterminera la droite s'"/'" pour la projection du 
rayon s/, s'f sur le plan A"'Z"' rabattu. 

On tracera le diamètre 1-2 perpendiculaire sur la droite 
s'"l"' (51), -et les points 1 et 2 détermineront les généra- 
trices 1-i et 2-2, suivant lesquelles le cylindre B est touché 
par deux plans parallèles aux rayons lumineux. 

Ces deux génératrices formeront, par conséquent, les lignes 
de séparation sur le cylindre Bj et comme il résulte évidem- 
ment de la projection $"1" du rayon lumineux sur le plan 
vertical A"Z" que la face supérieure du cylindre B est obscure, 
on en conclura que la ligne de séparation sur la surface de ce 
cylindre sera composée des génératrices 1-1, 2-2, de la demi- 
circonférence 1-5-2 de la base supérieure « , et de la demi- 
circonférence 2-M-l de la base inférieure y. 

OeuaAème opération. Le rayon lumineux pg^ p'g* perce le 
plan horizontal de projection au point g^ qui, projeté sur 
A'Ty donne g'\ 

Ce dernier point projeté sur le plan AT5^ et rabattu en a^a^ 
détermine la droite g^'w!' pour projection du rayon pj, p'g* 
sur le plan A''Z'', qui contient (^ base supérieure du cy- 
Undr6 D. 

On tracera le diamètre 3-4 perpendiculaire sur la droite 
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g^ni'^ et les points 3 et 4 détermineront les gënëratrices 3-3 
et 4-4, suivant lesquelles le cylindre D est touché par les deux 
plans parallèles aux rayons lumineux ; et comme il est évident 
que la face supérieure du cylindre D est éclairée , il s^ensuit 
que sur la surface de ce cylindre , la ligne de séparation sera 
composée des deux génératrices 3-3,4-4) de la demi-circonfé- 
rence 3-8-4 de la base supérieure, et de la demi-circonférence 
3-15-4 de la base inférieure. 

TroUième opération. Les lignes de séparation sur les prismes 
ne présenteront aucunes difficultés. 

Qmtrième opération. Les génératrices qui forment les li- 
gnes de séparation sur les surfaces des deux cylindres rencon- 
trent les traces ou les circonférences des bases de cas mémeç 
cylindres, suivant des points dont il serait facile d'obtenir les 
projections verticales par des perpendiculaires à la ligne A'Z' ; 
les hauteurs de ces points pourront d'ailleurs être vérifiées 
par leurs projections sur les plans verticaux \"Z" et A*^Z*^. 

Mais je rappellerai que , pour s'habituer aux dispositions 
diverses des projections auxiliaires, j'ai conseillé au lecteur 
d'exécuter sur la projection verticale toutes les opérations 
analogues à celles qui viennent d'être faites sur le plan hori- 
zontal, en réservant les perpendiculaires à la ligne A'Z' comme 
moyen de vérification. 

Ainsi, prenons sur le rayon «I, s'i un point quelconque td. 
La projection V de ce point sur le plan A'^'Z" sera déterminée 
en faisant et"' égal à la distance du point ( à la ligne A'Z'» et U 
droite TV sera la projection du rayon $t^ s'd sur le plan A^'Z^*, 
parallèle au cylindre B et perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 

La perpendiculaire abaissée du point T' sur le plan A^"Z^" 
percera ce plan en un point qui, rabattu sur a"'V\ doanera t^' 
pour la projection du point tt' sur le plan A''"Z''", qui contient 
la base supérieure ou section droite B"^" du cylindre t^ 

La droite TV" sera donc l'intersection du plan A'^'Z'^" par 



Digitized by 



Google 



U CYLINDRES. PL. 6. 

le plan qui contient l'axe du cylindre B et qui serait parallèle 
aux rayons lumineux. 

On tracera sur B'" le diamètre 1-2, et les points 1 et 2 déter- 
mineront les deux génératrices suivant lesquelles le cylindre B 
est touché par les pians des rayons lumineux-, ces deux géné- 
ratrices, qui forment les lignes de séparation, coupent la trace 
verticale G du cylindre B et les ellipses des bases, suivant des 
points qui doivent être situés sur les perpendiculaires élevées 
par leurs projections horizontales correspondantes. 

Cinquième opération. Si, pour déterminer la ligne de sépa- 
tion sur le cylindre D, nous choisissons le rayon lumineux 
mn, m'n'y la projection n"""' du point nn' sur le plan A''"'Z''"' 
s'obtiendra en faisant tV"' égal à la distance du point n à la 
ligne Â'Z'. 

La perpendiculaire abaissée de n^"* sur le plan A^Z** percera 
ce plan en un point qui, rabattu sur a"2", donnera n'* pour la 
projection du point nn' sur le plan Â'^Z'^ de ia section droite 
ou base supérieure D'* du cylindre D. 

La droite m'V* sera donc l'intersection du plan A'*Z'* par le 
plan qui contient l'axe du cylindre D et qui est parallèle à la 
direction de la lumière. 

On tracera sur D*^ le diamètre 3-4, et les points 3 et 4 dé- 
termineront les deux génératrices suivant lesquelles le cy- 
lindre D est touché par les plans des rayons lumineux. 

Les points suivant lesquels ces génératrices rencontrent la 
trace H et les bases du cylindre D seront vérifiés par les per- 
pendiculaires élevées de leurs projections horizontales. 

OMBRES PORTÉES. 

6i. Toutes les lignes de séparation étant déterminées sur 
les cylindres et sur les prismes, il ne reste plus qu'à construire 
les ombres parties. 
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Mais y pour soulager raitention, je commencerai par faire 
reconnaître toutes les lignes qui nous restent à construire, et 
nous verrons ensuite quels sont les moyens les plus conve- 
nables pour obtenir chacune d'elles. 

Le cylindre D étant placé au-dessus de tous les autres corps, 
il n'y a pas d'autres lignes à déterminer sur la surface de ce 
cylindre que celles qui forment les lignes de séparation dont 
nous avons parlé plus haut. Il n'en est pas de même du 
cylindre B. En effet : 

OmbTe$ portées sur le cylindre B. 

Si Ton jette un coup d'œil sur la projection horizontale, on 
trouvera pour limite des ombres : 

V La droite 16-17, projection horizontale de Tare d'ellipse 
suivant laquelle le cylindre B est coupé par le plan vertical 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur Taréte 17 
du prisme R j 

a*" La courbe 17-18, qui appartient à l'ellipse suivant la- 
quelle le même cylindre est coupé par le plan des rayons 
lumineux qui s'appuient sur l'arête horizontale 17-47 du 
prisme R-, 

3® L'arc d'ellipse 18-19 provenant de la section du cy- 
lindre B par le plan des rayons lumineux qui touchent le cy- 
lindre D suivant la génératrice 4-4; 

4* La droite 19-1, qui forme une partie de la ligne de sé- 
paration 1-1 sur la surface du cylindre B; 

b"* La droite 1-13, qui appartient à la niéme ligne de sépa- 
ration 1-1. 

6* L'arc d'ellipôe 13-3 provenant de la section du cylindre B 
par le plan des rayons lumineux qui touchent le cylindre D 
suivant la génératrice 3-3, 

7* U courbe 3-12-20, dont on appréciera mieux la forme 
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et la position si Ton jette un coup d'oeil sur la projection ver- 
ticale. . 

Cette ligne fait partie de la courbe à double courbure sui- 
vant laquelle le cylindre BB' est pénétré par la surface cylin- 
drique formée par les rayons lumineux qui s'appuient sur la 
section droite ou base supérieure du cylindre DD'; 

8® L'arc d'ellipse 20-21, provenant de la section du cy- 
lindre BB' par le plan des rayons lumineux qui s'appuient 
sur Taréte 47-31 du prisme R ; 

9® Enfin , la droite 21-2, formant une partie de la ligne de 
séparation 2-2 sur la surface du cylindre BB'. 

Ombras portiei sur le plan horizontal de projection. 

La limite de ces ombres , en partant de la ligne ÂZ , sera : 

1* La trace horizontale 22-23 du plan des rayons lumineux 
qui s'appuient sur l'arête 23-24 du prisme T 5 

2* L'arc d'ellipse 23-3, qui appartient à la trace horizon- 
tale de la surface cylindrique formée par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur la circonférence de la base inférieure du 
cylindre D 5 

3^ La droite 3-25, trace horizontale du plan des rayons 
lumineux qui touchent le cylindre D suivant la génératrice 3-3 5 

4* La droite 2S-26 fait partie de la trace horizontale du 
plan, des rayons lumineux qui s'appuient sur l'arête horizon- 
tale 25-26 du prisme K; 

8* La droite 26-27 est la trace du plan des rayons lumineux 
qui s'appuient sur l'arête 26-27 du prisme K 5 

6*^ La droite 27-1 est la trace horizontale du plan des rayons 
lumineux qui touchent le cylindre B suivant la génératrice 1-1 ; 

?• L'arc d'ellipse 1-28-2 appartient à la trace du cylindre 
formée par les rayons lumineux qui s'appuient sur la circon- 
férence de la base supérieure du cylindre B; 
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8"* La droite 2-29 est la trace horizontale du plan des rayons 
lumineux qui touchent le cylindre B suivant la génératrice 2-2 ; 

9^ La droite 29-30, prolongement de 26a7, est Tombre 
portée par l'arête horizontale 26-30 du prisme K^ 

10^ Les droites 30-30, 31-31 et 17-16 sont les traces des 
plans verticaux formés par les rayons qui s'appuient sur les 
arêtes verticales 30, 31 et 17 des prismes K et R; 

11* La droite 32-33, prolongement de 1-27, est la trace 
du plan lumineux qui touche le cylindre B suivant la généra- 
trice 1-1 ; 

12* Enfin, la droite 32-34 est la trace du plan qui touche 
le cylindre D suivant la génératrice 4-4; 

13* On peut construire encore, comme moyen de vérifica- 
tion et quoiqu'elles soient cachées, les deux ellipses 38-39 
et 40-41, suivant lesquelles le plan horizontal de projection 
est rencontré par les cylindres des rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur la base supérieure du cylindre D et sur la base in- 
férieure du cylindre B. 

Enfin, aux ombres portées sur le cylindre B et sur le plan 
horizontal de projection, il faut ajouter : 

1* Les droites 27-13 et 25-13, suivant lesquelles la face su- 
périeure du prisme K est coupée par les [»lans des rayons lumi- 
neux qui touchent les deux cylindres suivant les génératrices 
1-1 et 3-3; 

2® L'arc d'ellipse 35-23, provenant de l'intersection de la 
face supérieure du prisme T et du cylindre formé par les rayons 
qui s'appuient sur la circonférence de la base inférieure du 
prisme D ; 

3* L'arc d'ellipse 36-37, suivant lequel la face supérieure 
du prisme R coupe la surface cylindrique formée par les rayons 
qui s'appuient sur la circonférence de la base supérieure du 
cylindre D. 
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CONSTRUCTION DBS LIGNES D*OMBRES PORTÉES. 

62. Première opération. On fera bien de commencer par 
construire le contour des ombres portées sur le plan horizontal 
de projection, parce que ces lignes, faciles à obtenir, peuvent 
être utiles pour déterminer ou pour vérifier quelques points 
des autres courbes. 

Ainsi , les rayons lumineux qui s'appuient sur les bases du 
cylindre B étant projetés sur l'un des plans verticaux A'Z' ou 
k"Z'\ il sera facile d'obtenir leurs traces horizontales, ce qui 
donnera les deux ellipses 1*2 et 40-41 . 

Pour construire les ellipses 3-23 et 38-39 suivant lesquelles 
le plan horizontal est percé par les rayons qui s'appuient sur 
les bases du cylindre D, on projettera ces rayons sur Tun des 
plans verticaux A'Z' ou A'^Z*^. 

Les traces horizontales 3-2S , 34-32 , 1-33 et 2-29 des plans 
tangents aux deux cylindres pourront être déterminées de la 
même manière, et vérifiées par cette condition qu'elles doi- 
vent être tangentes aux ellipses dont nous venons de parler et 
aux traces des deux cylindres donnés. 

Les intersections des mêmes rayons lumineux avec les faces 
supérieures des prismes T, R et K détermineront les arcs d'el- 
lipse 33-23, 36-37, et les droites 25-13 et 13-27 parallèles 
aux traces horizontales des plans des rayons lumineux tangents 
aux cylindres donnés. 

Les droites 22-23 , 25-26 et 26-30 sont parallèles aux arêtes 
correspondantes des prismes T et K, et les droites 30 30, 
31-31 et 17-16 doivent être parallèles à la projection horizon- 
tale SL du rayon de lumière. 

Les points 23 sont situés sur le rayon lumineux suivant 
lequel le plan des rayons qui s'appuient sur la génératrice 3-3 
du cylindre D coupe le pian des rayons qui s'appuient sur 
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Farâte horizontale 25-26 du prisme K , tandis que le point 27 
appartient au rayon suivant lequel le plan lumineux qui s'ap« 
puie sur Taréte horizontale 27-30 du prisme K est coupé par 
le plan des rayons qui touchent le cylindre B suivant la géné- 
ratrice 1-1. 

Le point 13 appartient au rayon lumineux provenant de 
l'intersection des plans qui touchent les deux cylindres donnés 
suivant les génératrices 3-3 et 1-1. Ce rayon, après avoir 
touché le cylindre D au point 13 de la droite 3-3, puis le 
cylindre B en un second point 13 de la droite 1-1 , vient percer 
au troisième point 13 la face supérieure du prisme K; et si 
ce rayon pouvait traverser le prisme, il percerait le plan 
horizontal de projection en un quatrième point 13. 

Deuxième opération. Toutes les ombres portées étant ob«- 
tenues sur le plan horizontal de projection et sur les faces 
supérieures des trois prismes , il ne reste plus qu'à déterminer 
celles qui ont lieu sur le cylindre B. 

Nous commencerons par la courbe à double courbure sui- 
vant laquelle ce cylindre est pénétré par Tensemble des rayons 
lumineux qui s'appuient sur le contour de la base supérieure 
du cylindre D. 

Pour simplifier Texplication , nous désignerons cette base 
par la lettre M. Ainsi , la circonférence M sera celle dont le 
centre est désigné sur les projections successives par les lettres 
m, m\ m", m!'\ etc. \ et lorsque nous dirons circonférence m'" 
ou m^^, cela signifiera la projection de la circonférence M sur 
le plan A'"Z'" ou A*^Z"^. 

Nous avons déjà remarqué que la demi-circonférence 3-8-4 
est la seule partie de cette courbe qui appartient à la ligne 
de séparation^ mais, dans ces sortes de recherches, on a 
presque toujours aussitôt fait de construire la courbe tout en- 
tière et, dans ce cas, on comprend bien mieux la forme et la 
position du résultat obtenu. 

Or la ligne cherchée étant Tintersection de deux cylindres, 

4 
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il est évident qu'elle pourra être obtenue par le principe gé- 
néral exposé en géométrie descriptive. 

Ainsi un plan P^ qui contiendra le rayon lumineux si et 
l'axe $h du cylindre B sera évidemment parallèle aux deux 
cylindres dont il faut trouver rintersection , de sorte qu'en 
coupant ces deux cylindres par une suite de plans parallèles au 
plan Pt, on obtiendra autant de points que Ton voudra de la 
courbe cherchée. On fera bien de commencer par les pointa 
les plus essentiels. 

Si , par exemple , on veut déterminer le point 8 suivant 
lequel la courbe à double courbure touche l'ellipse 13 6-3, 
on tracera le rayon lumineux qui contient le point 3, suivant 
lequel la circonférence m est rencontrée par la génératrice 3-3; 
le plan P, qui contient le rayon lumineux du point 3, cou- 
pera le cylindre B suivant une génératrice dont le pied 5 sera 
sur la trace horizontale Ë de ce même cylindre, et l'intersec- 
tion de cette génératrice par le rayon 3 déterminera le point 
demandé. 

On pourra déterminer de la même manière le point 4, sui* 
vaut lequel la courbe à double courbure touche Tellipse 19*4. 

Enfin, il est évident que l'on pourra obtenir ainsi autant de 
points que Ton voudra de Tombre portée sur le cylindre B 
par la base supérieure du cylindre D. 

On peut opérer de la même manière pour construire l'el- 
lipse 13*6^3 suivant laquelle le cylindre B est coupé par le 
plan des rayons lumineux qui s'appuient sur la génératrice 
3-3 du cylindre D. 

Ainsi, par exemple, pour déterminer exactement le point 6 
qui est situé sur la génératrice 7 du cylindre B , on tracera le 
plan P« qui contient le point 7 de l'ellipse Ë. Ce plan coupera 
la trace du plan tangent 3-25 en un point 6 par lequel on 
construira un rayon lumineux , et l'intersection de ce rayon 
avec la génératrice 7 du cyUndre B donnera le point 6 de 
l'ombre portée sur ce cylindre par le point 6 de la droite 3-3. 



Digitized by 



Google 



PL. 6. CYLINDRES. 51 

TfXÀiième opèraiien. €e qui précède résulte évidemment 
des principes qui ont été démontrés dans le CouT$ de giomé^ 
trie descriptive. 

Mais on doit se rappeler aussi (55) que, lorsqu'il s'agit 
d'obtenir l'intersection de deux surfaces , les opérations peu-, 
▼ent souvent être simplifiées lorsque Tune des deux surface» 
est perpendiculaire à l'un des plans de projection. 

C'est pour cette raison que dans l'épure précédente on a 
employé le plan auxiliaire de projection perpendiculaire au 
cylindre horizontal C. 

Or on peut obtenir un résultat analogue en projetant le 
cylindre D sur le plan M"Z'" perpendiculaire au cylindre B. 

La base supérieure du cylindre D"' est projetée ici par la 
droite 10-H, ce qui provient de ce que, dans le cas actuel, 
les deux cylindres sont perpendiculaires Tun à l'autre; mais 
on conçoit que , s'il en était autrement , cela ne saurait ofFrii^ 
plus de difficultés. 

Seulement, alors, la base supérieure du cylindre D'" serait 
projetée par une ellipse que l'on obtiendrait en opérant pour 
chacun de ces points comme on Ta fait pour déterminer le 
point m"' (59). 

Ainsi , pour obtenir sur la projection Df" les deux généra- 
trices suivant lesquelles le cylindre D est touché par les plans 
des rayons lumineux, on ramènera d'abord les points 3 et 4 
de la projection D'' sur la projection D", ce qui détermi- 
nera la hauteur de chacun d'eux au-dessus de la ligne A"Z*'' 
et, par conséquent, au-dessus du plan horizontal de pro- 
jection. 

Ces hauteurs , portées au-dessus de la ligne A"Z" sur les per- 
pendiculaires abaissées des points 3 et 4 de la projection hori-J 
zontale m, détermineront les projections 3 et 4 des mêmes 
points sur le plan vertical A"Z". 

Les perpendiculaires abaissées des points 3 et 4 de la cir- 
conférence m" sur le plan A'^'Z'" perceront ce plan en deiiK 



Digitized by 



Google 



Si CYLINDRES. PL. 6- 

points qai , rabattus en o"V'\ dëtermmeroDt les deux généra - 
triées de séparation sur la projection D'". 

L'épure étant disposée comme nous venons de le dire , si 
Ton veut obtenir l'ombre du point 3 , on tracera sur la pro- 
jection B'V le rayon lumineux 3-3, et Tintersection de ce 
rayon avec la circonférence s'" déterminera le point cherché 
dont la projection horizontale sera située sur la projection 
horisontale 3-3 du même rayon. 

Si Ton a bien opéré, le- résultat doit coïncider avec celui 
que l'on avait obtenu précédemment. 

On pourra déterminer ou vérifier de la même manière au- 
tant de points que Ton voudra. 

Ainsi, pour obtenir l'ombre du point 8 de la circonfé- 
rence m, on le projettera successivement sur les circonfé* 
rences m^, m'^, m'' et m"'; puis le rayon 8-8 de cette dernière 
projection percera le cylindre B'" en un point que Ton ramè- 
nera sur le rayon 8 de la projection horizontale. 

La projection B'^D'" est utile surtout lorsque l'on veut 
obtenir un point situé sur une génératrice déterminée du cy- 
lindre B. 

Supposons , par exemple , que l'on veut obtenir les points 
suivant lesquels la courbe à double courbure touche la géné- 
ratrice 12 , qui forme Tune des limites de la projection hori- 
zontale du cylindre B. 

On remarque que cette ligne se projette par le point 12 
sur la circonférence B"'. 

Or le rayon lumineux passant par ce point déterminera sur 
la circonférence m"' un point 12 qui sera la projection com- 
mune à deux points que Ton ramènera successivement sur les 
courbes m" et m , et Ton pourra vérifier ces dernières pro- 
jections en déterminant les mêmes points sur les circonfé- 
rences nC et m*''. 

Les deux points 12 de la circonférence m étant déter- 
minés et vérifiés, on tracera les rayons correspondants et 
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les intersections de ces rayons avec la génératrice i2 du cy* 
lindre B feront connaître les deux points suivant lesquels cette 
droite est touchée par la projection horizontale de la courbe à 
double courbure demandée. 

Si , comme j'ai engagé à le faire , on veut construire 
tout entière la courbe de pénétration des deux cylindres, on 
fera bien de déterminer les points suivant lesquels cette courbe 
coupe la génératrice 7 du cylindre BB'. 

Pour cela , on tracera le rayon 9-9 sur la projection B'^D'". 
Le point 9 de la circonférence m"' sera la projection commune 
à deux points dont on vérifiera les projections horizontales 
en les amenant successivement sur les projections m", m, 
nC et mT. 

Les projections horizontales des rayons lumineux passant 
par c^s deux points rencontreront la génératrice 7 du cy- 
lindre B suivant les deux points 9 demandés. 

Le rayon du point 10 de la projection m'" percera le cy- 
lindre B'" suivant un point 10, et la projection horizontale de 
la génératrice passant par ce point sera tangente à la projec- 
tion de la courbe cherchée. 

Si Ton veut déterminer le point de tangence , on projettera 
le point 10 successivement sur m", m, m^ et m'^, puis la pro- 
jection horizontale du rayon 10-10 déterminera le point de- 
mandé sur la perpendiculaire abaissée par le point 10 de la 
circonférence B'". 

En opérant de la même manière , on déterminerait le point 
suivant lequel la courbe est touchée par la génératrice 1 1 du 
cylindre B'" : cette ligne, trop près de la génératrice 12, ne 
peut pas être tracée en projection horizontale. 

Quatrième opération. La projection auxiliaire B"'D'" sera 
encore très-commode pour construire les ellipses suivant les- 
quelles le cylindre B est coupé par les plans des rayons lumi- 
neux tangents au cylindre D. 

En^ffet, en opérant comme nous l'avons fait pour les 
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points de la courbe à double courbure , il est évident que l'on 
pourra obtenir autant de points que l'on voudra des ellipses 
demandées. 

Ainsi , pour déterminer ou vérifier le point 13 sur la projec- 
tion horizontale du cylindre B , on tracera sur la projection 
B"'D'" le rayon tangent au cylindre B'". Ce rayon rencontrera 
la ligne de séparation 3-3 au point 13^ dont la projection hori"» 
zontale, située sur la ligne de séparation 3-3, déterminera le 
rayon 13-13, et, par suite, le point 13 sur la ligne de sé- 
paration 1-1 du cylindre B. 

Pour obtenir le point 6 de l'ellipse 13-6-3, on construira le 
rayon 6-6 sur la projection B'"D'"; on obtiendra sur la ligne 
3-3 le point 6, dont la projection horizontale détermine le 
rayon 6-6 et, par suite, le point 6'Sur la génératrice 7 du cy- 
lindre D. 

On agira de la même manière pour tous les autres points 
de la même ellipse ou de TeUipse 19-18-4. 

Pour construire ces courbes tout entières, on supposera les 
rayons prolongés jusqu'à leur rencontre avec la partie opposée 
du cylindre B"'. 

Les mêmes moyens seront encore employés pour construire 
les ellipses 17-18 ^ 20-21 provenant de la section du cy- 
lindre B par les plans des rayons lumineux qui s'appuyent su? 
les deux arêtes horizontales 17-47 et 47-31 du prisme R. 

Pour cela, il faudra commencer par projeter ces deux 
arêtes sur le plan vertical Â"Z", et de là sur le plan M"2!" ra- . 
battu en a"'z'". 

Cela étant fait, si l'on veut obtenir l'ombre du point 17, 
on tracera le rayon correspondant sur la projection B'"D"', et 
l'intersection de ce rayon avec le cylindre B'" déterminera le 
point cherché sur le plan horizontal de projection. 
. On déterminera de la même manière l'ombre portée par le 
sommet 47 du prisme R, et l'on remarquera que ce point doii 
être situé à la rencontre des deux arcs d'ellipse qui forment 
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les ombres portées sur le cylindre BB' par les arêtes horizon- 
tales 17-47 et 47-31 du prisme R. 

L'ellipse 17-42, étant située dans un plan vertical, doit être 
projetée par une droite sur le plan horizontal de projection. 

Cette droite contient évidemment le point 17. 

Pour vérifier le point 18, suivant lequel se rencontrent les 
deux arcs d'ellipse 17-18 et 18-19, on pourra opérer de la 
manière suivante : 

1* On déterminera sur la projection A'Z' le point 49, sui- 
vant lequel la face supérieure et horizontale du prisme R est 
percée par la ligne de séparation 4-4 du cylindre D' -, 

2" On projettera le point 49 sur le plan horizontal de pro- 
jection, et l'on tracera la droite 49-18 parallèle à la trace 
horizontale 34-3S du plan qui touche le cylindre D suivant la 
génératrice 4-4; 

3* Le rayon de lumière 18-18 sera l'intersection du plan 
tangent, dont nous venons de parler, par le plan des rayons 
lumineux qui s'appuient sur l'arête 17-47 du prisme R , et les 
ellipses 17-18 et 18-19, suivant lesquelles ces plans coupent 
le cylindre D , doivent se rencontrer suivant deux points situés 
sur le rayon 18-18. 

PROJECTION VERTICALE DES OMBRES. 

63, Nous n'avons encore rien dit de la projection des 
omhres sur le plan vertical A'Z', parce que les projections 
auxiliaires précédentes ont suffi pour déterminer toutes les 
projections horizontales. 

Or il est évident que, pour obtenir les projections verticales, 
il ne reste plus que l'embarras du choix. 

En effet, on pourra déterminer chaque point en élevant par 
sa projection horizontale une perpendiculaire à la ligne A'Z', 
jusqu'à la rencontre de la génératrice ou du rayon de lumière 
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qui contient le point demandé; ou bien on peut déterminer 
ce point par l'intersection de la génératrice avec le rayon de 
iamière et réserver la perpendiculaire à la ligne A'Z' comme 
vérification. 

Enfin 9 si Ton veut s'exercer sur les rabattements , on fera 
usage des projections auxiliaires A''Z'" et A'^'Z'^, qui, on doit 
se le rappeler, sont perpendiculaires au plan vertical de pro- 
jection. 

Ainsi , par exemple , pour déterminer la projection verticale 
du point 3 suivant lequel la courbe à double courbure touche 
Tellipse 13-6-3, on se rappellera que ce point est Tinter- 
section du cylindre BB' par le rayon lumineux qui s'appuie 
sur le point 3 de la circonférence m. 

Or le point 3 de la circonférence nC étant ramené sur les 
projections m et mT^ sa hauteur au-dessus du plan horizontal 
de projection sera connue. 

Cette hauteur portée au-dessus de la ligne A'Z' détermine 
le point 3 de la circonférence m'; et Ton sait d'ailleurs que ce 
même point peut être déterminé ou vérifié en construisant sa 
projection sur les pians auxiliaires m'* et m^"'. 

Cela étant fait, on établira le point 3 sur la circonférence m^'S 
en faisant la distance 43-3 de la projection A^'Z^' égale à la 
distance 48-3 de la projection horizontale. 

Le point 3 de la projection nC'^ étant amené sur la circon- 
férence m''", on tracera le rayon lumineux correspondant, et 
l'intersection de ce rayon avec le cylindre B^" déterminera le 
point demandé que l'on ramènera sur le rayon 3-3 de la pro- 
jection A'Z' par une perpendiculaire à la charnière de rabat- 
tement W". 

I^ rayon lumineux passant par le point 50 déterminera 
sur B""" le pied de la génératrice de B', qui est tangente à 
la projection verticale de la courbe à double courbure. 
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POINT SUIVANT LEQUEL SE TOUCHENT LES DEUX CYLINDRES. 

64, Ce que nous venons de dire suSit pour faire com- 
prendre comment on pourra déterminer ou vérifier les projec- 
tions verticales de tous les points obtenus précédemment sur 
le plan horizontal de projection; mais, pour résumer en quel- 
que sorte toute l'épure, j'énoncerai successivement chacune 
des opérations nécessaires pour obtenir et vérifier les deux 
projections principales o et o' du point suivant lequel les deux 
cylindres se touchent. 

Première opération. La première détermination du point 
dont il s'agit aura lieu sur la projection B'"D'", et sera située 
au milieu de la droite s^V qui exprime la plus courte dis- 
tance des axes des deux cylindres. 

Deuxième opération. On remarquera que le point o'" est 
situé en même temps sur la génératrice 44 du cylindre BB' et 
sur la génératrice 1 1 du cylindre DD' \ d'où il résuste qu'il se 
projettera partout sur les projections de ces génératrices. Or, 
par suite de la perpendicularité des deux cylindres , la généra- 
trice il du cylindre DD' se confond sur la projection verticale 
B"D" avec la projection verticale à^m" de Taxe du cylindre D"; 
de sorte que le point o'" de la projection B"'D'" étant projeté 
sur a'V, on pourra le ramener en A'"Z"', d'où l'on déduira 
facilement sa projection o" sur d!*m^\ 

Troisième opération. La perpendiculaire abaissée sur XX" 
par le point o"' de la projection B'"D'" rencontrera la perpendi- 
culaire abaissée sur A"Z" par le point o" de la projection B"l)" 
en un point o qui sera la projection horizontale du point de^ 
mandé. 

Quatrième opération. On peut obtenir directement la pro- 
jection verticale du même point en élevant par sa projection 
horizontale une perpendiculaire à la ligne Â'Z' jusqu'à ce 
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qu'elle rencontre Tune des génératrices 11 ou 44 au point o , 
suivant lequel ces deux génératrices se rencontrent. On peut 
aussi prendre la hauteur du point o" sur la projection A"Z". 

Mais on fera bien , comme étude , de vérifier la position de 
ce même point en la déduisant de la projection B^D""". 

Pour y parvenir, on projettera le point o^" sur a^'y» 
que l'on ramènera en Â^"Z''", ce qui donnera le point o^ 
sur la projection D^' du cylindre D. 

Puis les perpendiculaires abaissées sur V V^" et sur A'^'Z^* par 
les projections correspondantes du point demandé devront 
aboutir à la projection verticale o' de ce point. 

Enfin , toutes les opérations précédentes seront vérifiées A 
les deux projections principales o et cl sont situées sur une 
même droite perpendiculaire à la ligne A'Z'. 

65. Résumé. Je ne prolongerai pas plus loin Texplicatioii 
des détails nécessaires pour compléter cette épure ^ je pense 
que ce qui précède suffit pour faire comprendre ce qui reste 
à faire. 

Ainsi, en résumant, le lecteur pourra reconnaître dix 
plans de projection ^ que je désignerai par leurs traces suo- 
cessives, savoir: 

1*" Le plan horizontal de projection-, 

2** Le plan vertical A'Z'5 

3* Le plan vertical A"Z" parallèle au cylindre B; 

4° Le plan A'^'Z"' perpendiculaire au cylindre B" est rabatta 
dans la position a'"z'" parallèle au plan horizontal ^ 

5** Le plan vertical A'^Z"' parallèle au cylindre D. 

6"" Le plan A^Z^ perpendiculaire au cylindre D'"" est rabattu 
en aV et parallèle alors au plan horizontal ^ 

T Le plan A'^^Z^* est parallèle au cylindre B' et perpendi- 
culaire au plan vertical de projection A'Z' ; 

8*" Le plan A^"Z^" perpendiculaire au cylindre B^' est ra- 
battu en a'^z'"' autour de la droite V'V''" perpeadicttlaife am 
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plan A'^'Z^' et parallèle , par conséquent , au plan vertical de 
projection A'Z' 5 

9** Le plan A^'"Z''"' est parallèle au cylindre D' et perpendi- 
culaire au plan de projection A'Z' *, 

10* Enfin, le plan A"Z'* perpendiculaire au cylindre D"""' est 
rabattu en a'^'z** autour de la droite U'U'* et, par suite de ce 
rabattement, devient parallèle au plan vertical A'Z'. 

J'aurais certainement pu éviter quelques-uns de ces plans 
de projection , mais alors j'aurais diminué les occasions d'exer- 
cices ou de vérifications , ce qui aurait été contraire au but que 
je me suis proposé en donnant cette épure , que l'on doit prin- 
cipalement considérer comme une étude sur les rabattements. 



Cylindre vertical. 



66. Lorsqu'il y a dans les données quelques relations de 
symétrie et de régularité , il en résulte presque toujours sirn* 
plification dans le résultat. 

Ainsi, par exemple (fig. 37, pi. 7)9 s'il s'agissait de con- 
struire l'ombre portée sur le plan de projection par un cylindre 
circulaire placé verticalement, on construirait le carré circon- 
scrit au cercle formant la base supérieure du cylindre , et l'oo 
chercherait de préférence les ombres des points 1,2,3, 4, 5, 
6, 7 et 8, dont quatre sont situés sur les côtés du carré et les 
quatre autres sur les diagonales; et si nous supposons, de 
plus , que la projection horizontale du rayon de lumière 
fasse un angle de A& avec la ligne AZ, le plan vertical qui 
contient les points 8 et 4 déterminera les ombres de ces points, 
ainsi que les angles du carré et le centre de l'ellipse qui forme 
l'ombre du cercle. 
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Des parallèles à la ligne AZ détermineront tous les autres 
points. 

Les limites d'ombres sur la surface du cylindre seront dé- 
terminées par les deux plans verticaux tangents aux points 
2 et 6. 

MOULURES. 

67. Les moulures qui forment la plus grande partie des 
profils d'architecture sont presque toutes des surfaces cylin- 
driques ', je prendrai pour premier exemple celle à laquelle 
on donne le nom de cavet (fig, 40, p{. 8). 

Cette moulure est formée par deux quarts de cylindres cir- 
culaires et concaves, dont l'un est perpendiculaire et l'autre 
parallèle au plan vertical de projection. 

La ligne de séparation se compose : 

1*^ De l'arôte 1-2, provenant de l'intersection des deux faces 
verticales du monument; 

2"" De l'arc 2-5 appartenant au quart d'ellipse 2-5-6, qui 
résulte de Tintersection des deux surfaces cylindriques de la 
moulure. 

Le point 5 est déterminé par le rayon 0-5 perpendiculaire à 
la projection verticale s-l de la lumière. 

La courbe 5-3' est l'ombre portée par l'arc 5-3 , dans le cy- 
lindre perpendiculaire au plan vertical de projection, et la 
petite courbe 3"-2' provient de l'ombre portée par l'arc 3-2. 

La courbe 5-3' est une courbe à double courbure, résultant 
de l'intersection du cylindre perpendiculaire au plan vertical, 
par le cylindre oblique que forment les rayons lumineux qui 
s'appuyent sur le quart d'ellipse 2-5-6. 

Les m^mes rayons prolongés jusqu'au plan horizontal dé- 
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terminent l'arc d'ellipse 2-5'-7' dont fait partie la petite 
courbe 2'.3", 

La droite S'-i' est l'ombre portée par l'aréte verticale 1-S. 

Enfin , les droites 6-6', 6-3" sont les ombres portées par les 
arêtes verticale et horizontale qui aboutissent au point 6. 

Cymaiie^ 

68. Cette moulure {fig, AU) est formée par deux surfaces 
cylindriques , ayant pour directrices la courbe à deux centres 
6-7-8-9-10, qui forme le profil de la projection verticale. 

L'ombre dans le cavet se déterminera comme dans l'exemple 
précédent. 

L'ombre de la petite arête 5-6 aura pour projection hori- 
zontale une ligne droite, parce qu'elle résulte de l'intersection 
du cylindre de la moulure par un plan vertical. 

L'ombre de l'arête horizontale du point 5 sera aussi une 
ligne droite , parce qu'elle résulte de l'intersection de la mou - 
lure par un plan qui lui est parallèle. 

La courbe ^-i'^^' est à double courbure, parce qu'elle 
provient de l'intersection de la surface cylindrique de la cy- 
maise par le cylindre oblique que forment les rayons lumi- 
neux qui s'appuyent sur l'arc 2-4-5. 

La ligne 2-1' est courbe, mais elle se projette en ligne 
droite parce qu'elle est située dans le plan vertical qui contient 
l'arête 1-2. 

L'intersection de ce même plan avec le plan horizontal pro- 
duit la droite l'-l". 

La ligne de séparation sur la cymaise se compose : 

1* De la droite horizontale 7-7", suivant laquelle le cylindre 
perpendiculaire au plan vertical de projection est touché par 
im plan parallèle aux rayons de lumière \ 
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2* De la courbe 7-8-9, faisant partie de rintersection des 
deux cylindres de la moulure. 

Le point de tangence 7 et, par conséquent, la ligne de 
tangence 7-7" seront déterminés par la droite 0-7 perpendi- 
culaire k la direction de s-l. 

Le point 9 sera déterminé par la droite 0-9, parallèle à 0-7 
et perpendiculaire à 5-{. 

Base du pilastre de Vordre toscan avec le talon du 
piédestal. 

69. Les ombres du cavet et de la plinthe se détermineront 
comme dans l'exemple précédent. 

La ligne de séparation sur le quart de rond se compose : 

1^ De la droite 1-2, suivant laquelle le cylindre perpendi- 
culaire au plan vertical de projection est touché par un plan 
parallèle aux rayons lumineux *, 

2^ De la courbe 2-3-4, faisant partie de la demi-ellipse qui 
résulte de Tintersection des deux cylindres circulaires dont se 
compose la moulure ] 

3° De la droite horizontale 4-6, suivant laquelle le cylindre 
parallèle au plan vertical est touché par le plan des rayons 
lumineux. 

Le point de tangence 2 et la ligne de tangence 1-2 sont dé- 
terminés par le rayon 0-2 , perpendiculaire à la projection 
f-{ du rayon lumineux. 

Quant à la ligne de tangence 4-6, on pourra l'obtenir de 
deux manières différentes. 

Première solution. Principe des plans coupants (8). 

Première opération. On construira la courbe a-c-e, a'-c'-e', 
résultant de la section du quart de rond par un plan vertical 
dont la trace s'^-l" serait parallèle à la direction de s'-l'. 

Deuxième opération. On construira la tangente s^^'-P pa- 
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raUèle à «-2 , et Ton déterminera le point de tangence S le plus 
exactement qu'il sera possible : ce point déterminera Thori- 
xontala 4-6. 

Deuxième solution. Si Ton conçoit un plan auxiliaire de 
projection P dont la trace serait I"-s^ et qu'on le fasse tourner 
autour de la verticale du point X\ la courbe suivant laquelle 
ce plan coupe le cylindre parallèle au plan vertical viendra 
se confondre avec celle qui forme le profil de la moulure. 

Si nous concevons de plus un rayon quelconque tel que 
«"V, «'Lf, le point «'", / se projettera en i" sur le nouveau 
plan de projection, et ce dernier point ^^ étant rabattu en «^', 
on en déduira f^\ de sorte que la droite ^'"-1'" sera la projec- 
tion du rayon de lumière sur le plan auxiliaire ^-X^ rabattu 
en «^'-r. 

L'opération se réduira donc à construire la tangente 5"^" -I"" 
parallèle à la direction «'"-J"' de la lumière. 

Le point de tangence 4 et, par conséquent, la ligne de tan- 
gence 4-6 seront déterminés par le rayon 0-4 perpendiculaire 

Les mêmes moyens serviront pour déterminer la ligne de 
séparation et l'ombre portée sur le talon. 

Ainsi : 1* après avoir construit la courbe provenant de la 
section par le plan vertical s"-f", on tracera les rayons de 
lumière qui passent par les points 7 et 10, ainsi que le rayon 
tangent au point 8, que l'on déterminera le plus exactement 
qu'il sera possible ; 

^ Le rayon qui touche la section au point 7 percera la 
courbe en un point qui déterminera l'ombre portée sur le 
talon par l'arôte inférieure de la plinthe. 

3° Le rayon tangent au point 8 déterminera le point 9 et la 
droite 9-12, suivant laquelle la surface concave du talon est 
rencontrée par le plan des rayons lumineux qui s'appuient 
sur l'horizontale 8-11. 
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On peut aussi considérer le profil à droite du talon comme 
la projection sur le plan s^-i" rabattu en «"-J", les tangentes 
parallèles à 5^"-^' déterminent tous les points de tangence et 
d'ombre portée sur les moulures parallèles au plan vertical. 

Cylindre creux. 

70. La figure 41 se compose des deux projections d'un 
berceau circulaire parallèle au plan vertical de projection. Le 
plan de coupe , parallèle aussi au plan vertical de projection , 
contient Taxe du berceau. 

Si Ton applique le principe des plans coupants, il faudra 
construire le quart d'ellipse 2-4 -a , provenant de la section 
du berceau par le plan vertical 0'^a\ parallèle à s -i'. 

La tangente s'"-?", parallèle à s-l, déterminera le point 
de tangence 4', et par suite le point 4. 

Le rayon de lumière du point 2 déterminera le point 2' et 
la droite 2'-2"'. 

Pour obtenir le point 3', il faudrait construire l'arc d'ellipse 
provenant de la section du berceau par le plan vertical qui 
contient le rayon de lumière du point 3. Cet arc n'a pas été 
conservé sur l'épure. 

71 . Lorsque les projections du rayon de lumière font des 
angles de 45"* avec la ligne ÂZ , les sections par les plans 
verticaux qui contiennent ces rayons, se projettent par des 
arcs de cercle. Mais , dans tous les cas, il est plus simple d'em- 
ployer (5a) la projection auxiliaire rabattue à droite de la 
figure 41. 

Celte projection est perpendiculaire au cylindre formant 
l'intrados du berceau , qui alors sera projeté par sa trace ^'-a", 

La droite o'-4"', perpendiculaire sur «"-J", déterminera le 
point i"\ et par suite le point 4. 
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Les rayons de lumière 2-2'", 3'"-3'' perceront le cylindre 
en des points dont les projections 2'", 3"" détermineront les 
points 91 et 3'. 

BNGRENÀ6E8. 

72. Pour dernière application des surfaces cylindriques, 
nous construirons {pL 8) Tombre portée par les diverses 
parties d'une roue d'engrenage, sur elle-même, et sur quelques 
surfaces extérieures. 

Mon but n'étant pas de présenter ici les principes de la 
construction des machines, je ne parlerai paà des conditions 
auxquelles doit satisfaire la courbe qui sert de directrice à la 
surface cylindrique de chaque dent; et admettant cette courbe 
comme rigoureusement déterminée, le lecteur se contentera 
d'en copier sur l'épure la projection horizontale, eu la consi- 
dérant comme faisant partie des données de ia question qui 
nous occupe. 

La projection horizontale étant tracée, il sera facile d'en 
déduire la projection verticale. 

J^ partie de Tarbre qui est projetée sur l'épure se com- 
pose de trois cylindres circulaires A, C, E, de différents rayons, 
et cet arbre est pénétré à angle droit par un quatrième cy- 
lindre D horizontal, et d'un plus petit diapiètre. 

Pour construire les courbes de pénétration de ces deux 
cylindres, il svS&i {Giomèirie descriptive) d'élever des per- 
pendiculaires par les points suivant lesquels les projections 
des génératrices du cylindre horizontal rencontrent la trace du 
cylindre vertical. 

Ombrei. I^ direction de la lumière est donnée par les 
deux projections du rayon s-J, «'-<'. 

Cylindres verlicaux de Varbre, Ces trois cylindres ayant le 
même axe , la ligne de séparation sur chacun d'eux sera dé- 

5 
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terminée {fig, 44) par le diamètre 3-3^, perpendiculaire à la 
projection horizontale sf-ï de la lumière. 

Le point 1^ déterminera, sur le pins petit cylindre, la ligne 
de séparation 1-1, le point 3' déterminera la ligne 3-3 sur le 
pins grand cylindre. Enfin , le point ^' donnera la droite 2-2 
sur le cylindre qui forme Tarbre de la roue. 

La courbe gf*2 {fig. 43) est à double courbure et provient 
de rintersection du cylindre vertical E par le cylindre oblique 
que forment les rayons lumineux qui s'appuient sur Tarôte 
inférieure du cylindre C. 

Les deux petites courbes 2''-2^ appartiennent à une même 
ellipse et résultent de rintersection du cylindre horizontal D 
par le plan vertical contenant les rayons lumineux qui tou- 
chent le cylindre E suivant la droite 2-2, de sorte que ces 
courbes 2^-2''' appartiennent à l'ombre portée par le cy- 
lindre E sur te cylindre D. 

Les droites l'-l", 2'-2", S^-S"' (/îj. 44) sont les întersec- 
tions de la face supérieure du cylindre G et de celle de la roue, 
par les plans lumineux tangents aux cylindres AyC, E. 

Les arcs 3''-2'^, 3'''-^ appartiennent à deux circonférences 
décrites des points q' et o'^ comme centres avec des rayons 
f gaux à oS'^; ces deux circonférences sont les ombres portées 
sur la surface de la roue , par les deux bases du cylindre C. 
Les centres o^ et o" s'obtiennent en construisant (/Sgf. 43) les 
rayons de lumière o"^'0^^ o'-o^. 

Enfin , la petite droite 2" -2'^, située dans le prolongement 
de 2-2'^, est la trace horizontale du plan lumineux tangent au 
cylindre £ , et fait par conséquent partie de t'ombre portée 
par ce cylindre sur le plan horizontal de projection. 

Cylindre horizontal. La ligne de séparation sur ee cylindre 
peut se déterminer de plusieurs manières. 

73, Première méthêde. 0» construira (/Igf. 43) Tellipse 
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d-d-d-d'^ résultant de la section du cylindre D par un plan hk 
(fig. 44), vertical et parallèle à la direction du rayon de 
lumière s'4' (8). 

On déterminera ensuite avec exactitude (fig. 43) les deux 
points 4, 5 suivant lesquels cette ellipse est touchée par les 
deux rayons s'U'", sU" (53). 

Le point 4 détermine la droite 4'''-4 , et le point 5, projeté 
horizontalement en 5\ appartient à la droite 5'^-5', de sorte 
que les lignes de séparation sur le cylindre horizontal seront 
déterminées. 

74. Deuxième méthode. On fera tourner le cylindre D au^ 
tour de la verticale du point o jusqu'à ce qu'il soit perpendicu- 
laire au plan vertical de projection. Dans cette nouvelle posi- 
tion , il aura pour projection verticale la circonférence D'. 

Si l'on choisit ensuite un rayon quelconque 9-x, 9'-a^, et 
qu'on le fasse tourner de la même quantité , le point 9-9' dé- 
crira un arc horizontal 9'-9'', égal à l'arc M^ qui mesure l'angle 
parcouru par l'axe du cylindre D, et le point 9^ viendra se 
placer en 9", d'où l'on déduira 9"' pour la nouvelle projection 
verticale du point 9. 

Le point x-x^ décrira un arc horizontal af-x^' é^al à M', et 
viendra se placer en a/', d'où Ton déduira x"' pour la nouvelle 
projection verticale du point x. 

Ainsi , 9^ -x"' sera la projection du rayon de lumière sur le 
plan vertical perpendiculaire à la direction du cylindre D. 

11 résulte de là que le diamètre 4-5", perpendiculaire à 
9'"-a/", détermine les points de tangence 4"-5"5 et les droites 
s^-f^^ ^''^f, perpendiculaires à 4"-5", seront les traces des 
deux plans tangents parallèles à la direction du rayon de lu- 
mière 9" -«'"5 faisant revenir le tout à sa place, les deux li- 
gnes de tangence, projetées par les points 4"-5", deviennent 
5'"-5", 4"'-4". 
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l.a petitn courbe 4^-6" est un arc d'ellipse et résulte de 
intersection du cjlindre vertical par le plan des rayons lumi- 
neux qui touchent le cylindre D suivant la droite 4"'-4". 

On construira quelques-uns des rayons qui fr'apputent sur 
cette droite. Ainsi, la projection horizontale du rayon qui 
contient le point 6 rencontre la circonférence 2-2\ qui est ta 
trace du cylindre C, en un point b\ d'où Ton déduit la pro- 
jection verticale &\ qui appartient à la courbe demandée. 

Omhre de la roue. La surface de cette roue se compose 
d*une suite de surfaces cylindriques alternativement convexes 
et concaves, séparées les unes des autres par de petites faces 
verticales telles, par exempte, que ae, aV pour les dents 
M,M'(/iflf. 44). 

1^ petite face verticale projetée par ac se nomme le flanc^ 
et doit être tangente d'un côté à la surface convexe que Ton 
nomme la dent, et de l'autre côté au cylindre concave que 
Ton nomme le creux. Mais toutes ces surfaces étant per- 
pendiculaires au plan horizontal, leur ensemble peut être 
considéré comme ne formant qu'une même surface cylii>- 
drique. 

Pour obtenir la ligne de séparation sur la roue , on tracera 
parallèlement à s'-V toutes les tangentes qu*il sera possible 
de construire au contour de la projection horizontale, et Ton 
déterminera tous les points de tangence le plus exactement 
qu'il sera possible; toutes les parties de la ligne de séparation 
seront alors déterminées. 

Ainsi , par exemple , si nous commençons par la dent B, en 
allant vers La droite , cette ligne se compose : 

1« De la verticale 7-7 (/igf. 43), suivant laquelle la dent B 
. est touchée adroite par le plan j)-7\ parallèle à 5-f (fig. 44); 

^ De la petite courbe 7-8, 7'-8' située dans le plan hori- 
zontal formant le dessus de la voue : le point 8' est déterminé 
par le plan p'-8\ tangent au creux *, 
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3!" La courbe 8-9\ située dans la face inférieure de la 
dent B' ; 

it L^aréte verticale 9-9 (/i^/. 43), suivant laquelle Tangle 
de la dent est louché par le plan p''-9', parallèle à la lumière; 

S"" La courbe 9-10, 9'-10\ située dans la face supérieure 
de la roue \ et ainsi de suite. 

La ligne de séparation étant bien reconnue dans tout ie 
coutour de la roue , il ne reste plus qu'à construire Tombre. 

Supposons d'abord que l'on veuille obtenir t'ombre portée 
sur la surface de la dent , par le point le plus élevé de la 
verticale 11-i1 {fig. 43). On construira le rayon lumineux 
passant par ce point; le plan vertical qui contient ce rayon 
coupera la surface verticale de la dent B'", suivant une verti- 
cale ll'Ml", dont Vintersection avec 11-11" donne 11" pour 
l'ombre du poiiit 11. 

On déterminera de la même manière autant de points que 
Ton voudra. 1^ courbe lâ-11'' est à double courbure, et ré- 
sulte de l'intersectjon au cylindre vertical formant la surface 
de la à&ù% B"' par te cylindre oblique provenant de Tensemble 
des rayons lumineux qui s'appuient sur ta courbe horizon- 
tale 11-1SdeladentB". 

Les points 8 , 10, 1 2 ,' et tous les points analogues , sont dé- 
terminés par les plans tangents aux cylindres concaves qui for- 
ment les creux des dents. 

Les ombres portées sur le cylindre vertical et sur le plan 
vertical de projection ne présenteront aucune diflSculté. 

1/ombre portée sur le plan horizontal provient des rayons 
qui s'appuient sur l'arête inférieure des dents H et H'. 

75. On peut construire cette courbe d'une manière fort 
simple; on supposera d'abord te rayon passant par le centre 
de ta face inférieure de la roue. Le point o*^, suivant lequel ce 
rayon perce le plan horizontal, sera le centre de deux cercles 
concentriques entre lesquels on dessinera une figure absolu- 
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ment égale et parallèle à celle qui forme le oontoar de la pro- 
jection horizontale de la roue. 

L'ombre de Taréte inférieure des dents sera déterminée (25). 
n ne restera plus qu'à y ajouter les petites droites 13'-13'^ 
MIA4l\ tangentes aux courbes obtenues ainsi qu'aux dents 
H et H', et formant Fombre portée par les verticales des points 
13 et 14, suivant lesquelles ces dents sont touchées par deux 
plans parallèles aux rayons lumineux. 

Si l'ombre des dents qui sont dans la partie opposée de la 
roue avait lieu sur le plan horizontal, il faudrait construire 
de la même manière t'ombre portée par la face supérieure de 
la roue. 

76. Les ombres portées par les arêtes inférieures des dents 
sur le cylindre horizontal D peuvent être déterminées de plu- 
sieurs manières. 

Première méthode. Supposons que l'on veuille obtenir 
l'ombre portée par l'extrémité inférieure de l'arête 9-9. On 
construira {fig. 43) l'ellrpse d'^-d", résultant de l'intersection 
du cylindre D par le plan vertical p''-^^', qui contient le rayon 
de lumière du point 9-, l'intersection de cette ellipse par la 
projection verticale 9-jc du rayon déterminera le point 9% 
ombre du point 9. 

77. Deuxième méthode. On supposera, comme nous l'a- 
vons dit plus haut , le cylindre D ramené dans une position 
perpendiculaire au plan vertical de projection, et ayant par 
conséquent, pour sa nouvelle projection , la circonférence D'. 

L'intersection de cette circonférence par la droite 9"''x"\ 
qui est la nouvelle projection du rayon de lumière sur le 
plan perpendiculaire au cylindre D, déterminera le point 
d'ombre 9''^, que l'on ramènera sur le rayon 9-x, en lui fai- 
sant parcourir l'arc horizontal qui a pour projections 9'''9'', 
9»^.9\ 
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Les courbes 7"-T", 9"-d"' sont des arcs d'ellipses , et résul- 
tent de l'intersection du cylindre D par les plans qui touchent 
les dents suivant les verticales des points 7, 9, etc. 

La courbe T"-9" et les courbes analogues sont à double 
courbure , et proviennent de Tintersectiou du cylindre D par 
les portions de cylindres obliques formés par les rayons qui 
s'appuient sur les arêtes inférieures des dents. 

Les deux grandes courbes 1S-16, 16-17 sont à double 
courbure, et proviennent des intersections des deux cylindres 
A et D par le cylindre parallèle à la direction de la lumière , 
et qui aurait pour directrice la circonférence horizontale pas- 
sant par les extrémités inférieures des dents. 
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CHAPITRE II. 



SURFACES CONIQUES. 



Cône oblique. 



78. Les raisons qui m'ont engagé (article S3) à choisir 
comme sujet d'exercice, un cylindre circulaire, me déter- 
minent encore ici à prendre pour exemple un cône de révo- 
lution. Mon but, dans cet ouvrage, étant surtout de familiariser 
le lecteur avec les diflScultés de l'application , je crois devoir 
choisir de préférence les questions qui se présentent le plus 
souvent dans la pratique. 

Les données (fig. 46 et 48, pi. 9) sont : V les deux pro- 
jections 5-0, s'-o' de Taxe d'un cône droit à base circulaire; 

2® Le rayon du cercle provenant de la section de ce cône 
par un plan perpendiculaire à son axe et passant par le point o ; 

3** Les deux projections s-l , «'-I' d'un rayon de lumière. 

79. Projections, On construira d'abord (fig, 49) la pro- 
jection du cône sur un plan vertical parallèle à son axe ; cette 
première projection donnera les axes de rellipse qui est la 
projection horizontale de la base du cône sur la figure 48. 

Les distances p*o\ q-s' étant portées de o en o" et de 
s en s"\ on construira la figure 45, que Ton pourra considérer 
comme une section du cône par un plan qui contiendrait son 
axe , et qui serait perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion. Cette deuxième opération fera connaître les axes de Tel- 
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lipse suivant laquelle la base du cône se projette sur le plan 
vertical (/I9. 46). 

80. Trace du cane. Les génératrices Aa, s"-a (/ig. 49) 
percent le plan horizontal en deux points a\ a\ qui sont les 
extrémités du grand axe de Tellipse cherchée; le point </, mi- 
lieu de a!-^*^ sera le centre de cette ellipse, et le petit axe 
&-b', projeté sur la figure 49, par un seul point c, doit être 
égal au double de la ligne cb. 

En effet, Taxe &-b\ perpendiculaire au plan de la figure 49, 
est une corde commune à Tellipse cherchée a'-b'-a'-b'^ et au 
cercle provenant de la section du cône par le plan a"'a"y per- 
pendiculaire à son axe. Si donc on rabat cette dernière sec- 
tion sur le plan de la figure 49, Tune des extrémités de la 
corde horizontale b'-b' viendra se placer en b sur la circonfé- 
rence décrite du point 0'" comme centre avec le rayon o'"'a'\ 
ce qui déterminera la longueur de c&, moitié de b'-b\ second 
axe de l'ellipse a'-V-a'-V. 

Si du point c' comme centre on décrit l'arc de cercle a'-w, 
et que l'on construise (Géom.) le point u suivant lequel cet 
arc serait touché par la tangente s'-u, l'ordonnée u-u" dé- 
terminera les points u', u', et, par conséquent, les deux tan- 
gentes s-u', s-u', qui complètent la projection horizontale 
du cône. 

Enfin, le diamètre v'-t/, passant par le milieu d^une corde 
quelconque a'-d, perpendiculaire au plan de la figure 46, dé- 
termine les points de tangence v\ v\ et, par suite, les tan- 
gentes s-Vj s-v, ce qui complète et vérifie en même temps la 
projection verticale du cône. 

Ombres. 

81 . Ligne de séparation sur le cône. Cette ligne se com- 
pose de Tare de cercle 1-2-3 et des droites 5-1 , 5-3, suivant 
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lesquelles le cdDe est touché par deux plans parallèles à la 
direction de la lumière, de sorte que cette ligue passe par les 
points 5-1-2-3-*. 

Il est évident qu'aussitôt que les droites 5-I, «-3 seront 
déterminées, Tare 1-2-3 le sera aussi. Cette question peut 
être résolue de plusieurs manières, je me bornerai, pour ie 
moment, à en indiquer defux. 

82. Première méthode. Le rayon de lumière a-I, s-{', pas- 
sant par le sommet du <3Ône , perce le plan horizontal en un 
point r par lequel on construira les deux droites T-ft, J'-k 
tangentes à l'ellipse a'-6-a'-6'j ces lignes seront {Géométrie 
descriptive) les traces de deux plans tangents formés par les 
rayons lumineux qui s'appuient sur le cône. 

Les points de tangence 1-3' appartiennent aux droites 5-I, 
5'-3, qui seront alors déterminées. 

Pour la construction des points de tangence, je rappellerai 
le principe connu(cour6es du 2® degré). So\i(fig. 47)rellipse 
a-b-a-b, à laquelle on veut mener des tangentes par le point 
extérieur { ^ on décrira d'abord , de ce point comme centre , un 
arc de cercle wim', passant par l'un des foyers F ^ ensuite, de 
l'autre foyer F' comme centre , avec un rayon égal au grand 
axe a^a de Tellipse, on décrira un second arc de cercle n-n'-^ 
on joindra les points de rencontre v, u, de ces deux arcs de 
cercle avec le foyer F', par deux droites vF', uF', dont les in- 
tersections avec la courbe seront les points de tangence de- 
mandés. 

83. La solution employée précédemment (82) pour déter- 
miner les droites s-1 , s-3 est générale comme principe , en cela 
qu'elle peut s'appliquer à toutes les surfaces coniques ; mais, 
la plupart des cônes employés dans l'industrie étant circu- 
laires, il sera utile d'indiqner la méthode suivante, d'autant 
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plus qu'il esl très-r«re que l'on ait sur la feuille de dessin les 
traces du cône dont on cherche Tombre. 



84 Deuxième méthode. Si d'un point 0^" pris à volonté sur 
Taxe, on décrit une circonférence z-Zj tangente aux deux 
droites s'-v! qui forment la limite de la projection horizontale 
du cône , on pourra considérer cette circonférence comme la 
projection commune aux deux ellipses suivant lesquelles le 
cdne serait coupé par les de^x plans z!'Z\ Js"-2", perpendicu- 
laires au plan de projection 49. 

Les points z\ z^^ sont déterminés par les droites zz"z!^ zz'z!\ 
tangentes à la circonférence zz. 

Le plan zV est percé par le rayon de lumière qui contient 
le sommet du cône, en un point t d'où l'on déduira ^ {fig. 48); 
et les deux droites t'-l", f -3", tangentes à la circonférence z-z^ 
seront les intersections du plan z-js', par les deux plans tan- 
gents formés par les rayons lumineux qui s'appuient sur le 
cône; de sorte que les points de tangence 1'' et 3", construits 
avec exactitude (Géométrie)^ déterminent les deux droites 

5-1, 8-3. 

J'ai employé le plan z*-z' de préférence au plan z"-z". parce 
que ce dernier aurait été rencontré trop loin par le rayon de 
lumière du sommet. En faisant la section zl-z! à une plus 
grande distance du sommet, la circonférence z-z sera plus 
grande et les constructions plus exactes. 

Les ombres portées ne présenteront pas de difficultés. 



Cône droit. 

83. Le rayon <-{, s'-lfy passant par le sommet du cône 
(fig. 50), perce le plan horizontal en un point ï. 

Les tangentes i'-l , i-2 sont les traces des deux plans formés 
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par les rayons lumineux qui s'appuient sur le cône. liCs lignes 
5-1 , 5-2 forment les lignes de séparation. 

Si Ton veut construire Tombre portée sur le cône par un 
point extérieur mniy on construira les deux rayons 5-I, s-f, 
m-mP^ w!-ntl"^ qui détermineront un plan passant par le 
sommet du cône et par le point donné. Ce plan , dont la trace 
horizontale est i?'-u\ coupe le cône suivant la génératrice 
«W, dont rinterseclion par le rayon mm" détermine tn" pour 
Tombre portée par le point m sur le cône (8). 

lA droite ms^ m's* étant située dans le plan svu , s'vV, perce 
le plan horizontal en un point u\ situé sur la trace de ce plan, 
ce qui peut servir de vérification. 



Cône creux. 

86. Pour construire Tombre portée dans un cône creux par 
une partie de la circonférence du cercle qui lui sert de base, 
il suffit d'appliquer le principe précédent à chacun des points 
de cette courbe. 

Pour déterminer d'abord la paitie qui forme la ligne de 
séparation, on construira (fig. 52) : 
4* Le rayon de lumière 5-/, 5'-i'; 
2" Les deux tangentes T-l, {-3. 

87. Si au lieu d'être, comme nous le supposons ici , creusé 
dans un massif de terre ou de maçonnerie , le cône était formé 
d'une matière assez mince pour que Ton pût faire abstraction 
de l'épaisseur de sa paroi, l'arc 1-2-3 porterait son ombre 
dans l'intérieur du cône, tandis que l'arc 3-4-1 porterait son 
ombre en dehors, et la ligne totale de séparation se compose- 
rait de la circonférence entière 1-2-3-4 et des deux droites 
5-1', 5 2, suivant lesquelles le cône serait touché par deux 
plans parallèles à la direction de la lumière. 
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Mais, n'ayant à considérer ici que Tonibre portée dans l'in- 
térieur du cône, la ligne de séparation se réduit à Tare 1-2-3. 

Pour avoir l'ombre d'un point mfn\ nous construirons : 

1* La droite l'-m'-n'^ provenant de la section du plan de la 
circonférence par le plan qui contient le sommet du cône et le 
rayon de lumière du point mm' ; 

S"" La droite n-j, n-^', suivant laquelle le cône est coupé 
par le plan sU'n' ; 

3** Enfin, le point m'\ ombre du point m, résultera de 
rintersection de n'-V, avec m'-m". 

1^ rayon de lumière c-o' perce le plan horizontal v-u en un 
point o" *, Tare cb décrit de ce point comme centre avec un 
rayon égal à oa , sera l'ombre portée sur le plan vu par une 
partie de l'arc 1-2-3. 

88. L'ombre portée dans le cône par ce dernier arc appar- 
tient à une ellipse. En effet , 

Soit a-a* ( fig. 51 ) la circonférence qui forme la base du 
cône. Cette courbe devient la directrice d'un cylindre AA 
formé par les rayons lumineux ; or si Ton coupe le cylindre 
et le cône par un plan b-b\ perpendiculaire au plan des deux 
droites Ao, so^ le cône et le cylindre seront coupés suivant 
deux ellipses qui auront : 

1** Un axe commun b-b'y 

S"" Un point commun m. 

Donc ces deux courbes coïncideront et, par conséquent, 
n'en feront qu'une. Ainsi , la portion d'ellipse b'-m étant située" 
en môme temps sur le cône et sur le cylindre , peut être con- 
sidérée comme l'intersection de ces deux surfaces, et sera par 
conséquent Tombre portée dans le cône par l'arc de cercle 
am^ qui est la directrice du cylindre formé par les rayons 
lumineux. 

89. Si le point s s'éloignait jusqu'à l'infini, le cône devien- 
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drait un cylindre, ce qui ne changerait rien à ce que nous 
venons de dire. 

Ainsi , dans l'exemple du n"* 70 {fig. 41), la courbe 4-3'-2' 
appartient à une ellipse située dans un plan perpendiculaire à 
celui qui contiendrait les axes du berceau et celui du cylindre 
formé par les rayons qui s'appuient sur Tare 2-4. 



Engrenages coniques. 



Les principes exposés précédemment trouveront leur appli- 
cation dans le dessin des machines. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de tracer les ombres 
sur des roues d'engrenages coniques {pi. 10). 

90. La courbe directrice de la surface convexe de chaque 
dent doit satisfaire à des conditions dont l'exposé n'est pas de 
nature à trouver place ici. Les opérations graphiques qu'elles 
exigent ne pourraient pas d'ailleurs être faites avec assez 
d'exactitude sur une échelle aussi petite. J'engagerai donc le 
lecteur, comme je l'ai fait pour les engrenages cylindriques, 
à considérer comme données les deux figures 55 et 59 qui sont 
les projections des deux roues sur des plans perpendiculaires 
à leurs axes. 

Pour mieux faire comprendre les diverses parties de chaque 
roue , j'ai dessiné (fig. 53) une partie de la coupe de l'une 
d'elles par un plan qui contiendrait son axe. 

La surface se compose : 

1* De l'ensemble de tous les cônes alternativement convexes 
et concaves qui forment la surface des dents et des creux ; 

T De deux cônes ayant pour génératrices les droites t-a', 
a-v' et pour sommet les deux points ^a, situés sur l'axe de 
la roue ; 
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3** De deux plans yr, pio, parallèles entre eux et perpen* 
diculaires à Taxe de la roue. 



Projections, 

91. On construira d'abord {^g. S9) les cercles passant par 
les points a, c^e,o\ Tintervalle compris entre les cercles a et 
c correspond à la saillie de la dent; Tintervalle des cercles e^o 
détermine le creux, et l'espace compris entre les cercles c,€est 
occupé par la petite face verticale que l'on nomme le flanc^ et 
qui est tangente aux deux surfaces coniques convexes et con- 
caves de la dent et du creux. 

11 sera facile alors de tracer en projection horizontale le con- 
tour inférieur de toutes les dents de la grande roue. 

I^es points a, c, e, o se projetteront sur la figure 56 par les 
points a', c\ e\ o\ que Ton joindra avec le point S, sommet de 
tous les cônes qui composent la surface des dents. 

Cette seconde opération donnera {pg. 56, 53) les points 
v\ u\ z\ a/, d'où Ton déduira {fig. 59) les cercles passant 
par les points v, u, js, x, ce qui déterminera sur la projection 
horizontale les dimensions de la dent, du flanc et du creux, 
pour l'arête supérieure de la grande roue. 

La figure 59 étant complète il sera facile d'en déduire la pro- 
jection verticale. 

Les cercles a, c, e, o, v, u, jz, x se projetteront sur la 
figure 56, par des droites parallèles à la ligne AZ et sur les- 
quelles on obtiendra, par des perpendiculaires, les points 
correspondants de la projection 59. 

Ainsi, par exemple, chaque point du cercle a se projettera 
sur l'horizontale du point a\ chaque point du cercle c sur l'ho- 
rizontale c', etc. 

92. Pour projeter la roue inclinée, on commencera par la 
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figure 55. Il faut, dans la construction de cette projection, 
satisfaire aux conditions suivantes : 

l"* Que la surface conique qui aurait pour directrice le 
cercle c' de la grande roue, touche suivant la ligne sni la sur- 
face conique correspondante de la petite roue; 

^ Que la droite MN qui détermine les deux flancs des deux 
dents A, T^{fig. 55) soit perpendiculaire à l'axe Sh^ afin que 
les dents B et G {fig. 59) soient tangentes dans le plan qui con- 
tient les axes des deux roues ; 

3* Que les arcs déterminés par la somme des largeurs de la 
dent et du creux sur la circonférence de la petite roue {fig. 55) 
soient égaux aux arcs correspondants sur la circonférence de 
la grande roue {fig. 59). 

La projection verticale de la roue inclinée étant obtenue, on 
s^occupera de sa projection horizontale qui présentera un peu 
plus de difficulté. 

On commencera par construire {fig. 58) les projections el- 
liptiques de tous les cercles qui, sur les figures 55 et 54, déter- 
minent les dimensions des dents, des flancs et des creux. 

Les centres et les petits axes de ces ellipses se déduisent do 
leurs projections sur la figure 54; les grands axes sont les 
rayons des cercles tracés sur la figure 55. 

Les projections elliptiques de tous ces cercles étant con<- 
struites, on déterminera chaque point, soit en abaissant une 
perpendiculaire de sa projection {fig. 54) , soit en prenant sur 
la figure 55 la distance du point que Ton veut obtenir à la 
droite MN qui est Tintersection de la projection 55 par le plan 
vertical qui contient les axes des deux roues. 

Le lecteur devra rétablir un grand nombre de lignes qui ont 
été effacées pour ne pas embarrasser Tépure. 

Ainsi, il devra construire, sur les figures 5i et 56. les pro« 
jections des parties des deux roues qui sont au delà du plan 
vertical H'N'. Les projections de ces parties ne se confondent 
pas avec celles qui ont été conservés en lignes pleines, parce 
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que le plan vertical qui contient les deux axes n'est pas et ne 
peut pas être un plan de symétrie par rapport aux roues. Gela 
provient de ce que les deux dents B, C se touchent dans ce 
plan ; et d'ailleurs, si Ton amenait le milieu de la dent G dans 
le plan de symétrie, on aurait, il est vrai, cet avantage que la 
grande roue serait projetée symétriquement sur la figure 86, 
mais il n'en serait pas de même pour la roue inclinée. En effet, 
une dent s'appuyant toujours contre Tun des flancs de Tautre 
roue, on conçoit que le plan qui partagerait cette dent en deux 
parties symétriques ne pourrait pas partager symétriquement 
ie creux dans lequel elle se trouve momentanément engagée. 



Ombres. 



93. Ombre de la grande roue. 

Première opération. En concevant toutes les génératrices 
de la surface conique de la grande roue prolongées jusqu'à 
leur rencontre avec le plau horizontal KX, on obtiendra la 
figure tracée en points sur la projection 69; les circonférences 
qui déterminent tous les points de cette courbe s'obtiendront 
en prolongeant les droites S-a', S-c'... jusqu'au plan hori- 
zontal KX. 

Deuxième opération. On déterminera le point L' suivant 
lequel le plan KK est percé par le rayon de lumière du sommet, 
et Ton construira par ce point toutes les tangentes qu'il sera 
possible de mener à la courbe 1-2-3-4-5*6 que Ton peut con- 
sidérer comme la trace horizontale du cône. Toutes les parties 
de la ligne de séparation seront alors déterminées. 

Ainsi, par exemple, si nous commençons par la dent D 
(fig. 59), le plan 1-3 qui touche cette dent suivant la généra- 
trice 1^-1", coupe le creux adroite suivant 3-3". 

La courbe â'-3' est l'ombre de la petite courbe 1-2' qui fait 

G 



Digitized by 



Google 



84 CONE. FL. 10' 

partie de la Ifgne de séparation ^ parce qu'elle provient de Tin* 
tersection de la surface K^AP-^^V qui est obseure, avec la 
partie éclairée du cdne, formant la surface inférieure de la roue. 

Le point Z^ est Vombre du point l'^et provient de Tintersec- 
lion (fe 1« génératrice Z-'S' par le rayon du point 1^ 

Le point ^ est déterminé par la tangente %\I qui est la 
trace du plan tangent suivant la droite S^-2'^ 

Les mêmes opérations détermineront l'ombre de la dent D'. 

Ainsi le plan 4-6 touche cette dent suivant la génératrice 
4-4" et coupe le creux à droite suivant 6^-6". 

La courbe fi''& est l'ombre de l'arête 4^-5" qui sépare la 
partie éclairée du cône supérieur de la roue de la partie obs- 
cure à droHe de la dent IV. Le point 5" est déterminé par la 
génératrice 5'-5" suivant laquelle le creux est touché par le 
plan ^'\I parallèle aux rayons de lumière (85). On peut déter- 
miner autant de points que Ton voudra sur les courbes 
2'-3',5"-6% etc. 

Ainsi, pour avoir l'ombre d'un point X appartenant à la 
dentD", on construira : 

!• La génératrice 7'-7 du cône; 

2* La droite 7-8-L' qui est la trace du plan contenant le 
sommet S du cône et le rayon de lumière du point 7^ 

3* La droite 8-8^ intersection du creux par le plan 7-8-L' \ 

4® Enfin, le point 8^^ ombre du point 7, et provenant de la 
rencontre de la génératrice 8-8'^ par le rayon 7^-8^ 

Les résultats oUenus seront facilement reportés, figure S&, 
sur les génératrices des points i, 2,3,4,5,6, etc. 

On fera bien de vérifier, autant que possible, les résultats. 

I/x ligne de etparation sur le cône, formant la surface infé- 
rieure de la roue , s'obtiendra en appliquant te principe du 
nr85. 

Ainsi le rayon de lumière passant par le point t, sommet de 
ce cône, perce le plan horizontal V-C {fig. 56) en un point V 
dont la projection horizontale sera T. 
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On construira par ce point la droite l"n tangente au cercle an 
que l'on peut considérer comme la base du cône. 

On déterminera exactement le point de tang^ce n, dont la 
projection verticale n^ donnera la droite tn! pour ligne de sépa- 
ration sur le cône inférieur. 

Ombres de la roue inclinée. Les génératrices (flg. 54) étant 
prolongées jusqu'au plan borifontal KX , on construira 
(fig, 58) la courbe 9-10-14-12-13, que Ton peut considérer 
comme la trace E de la surface conique des dents et des creux. 

La droite 9-i3-L% tangente à la courbe E, est la trace du 
(dan qui toucherait la dent correspondante suivant 9'-9"-S"* 
{fig. 53} ; ce même plan couperait le creux à droite suivant la 
génératrice 13-13M3^'' dont Tintersectiou par le rayon lumi- 
neux 9^'-13'', donne 13^' pour l'ombre du point 9^'. 

On déterminera de la même manière le point ISf' , ombre 
du point 10". 

On aurait pu faire ces opérations sur la projection 58, mais 
la partie d'ombre que nous venons de déterminer étant au- 
dessous de la dent aurait été cachée, et par conséquent moins 
facile à comprendre. 

Au surplus on commencera par déterminer les ombres sur 
la projection où les intersections se font le mieux , et il sera 
toujours facile, après cela ^ de les obtenir sur la seconde pro- 
jection. 

94. Le moyen que nous venons d'indiquer n'est presque 
jamais applicable ; l'inclinaison de la roue rejetterait en de- 
hors de la feuille de dessin tes points le^ pttis éloignés de la 
trace du cône oblique formant la surface de la roue. Il faut 
donc que nous en cherchions d'autres. 

95. La première idée qui se présente sera de remplacer la 
section horizontale du cône par une section perpendiculaire à 
Taxe. Cette figure, que l'on pourrait construire autour de la 
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projection 55, serait analogue à celle dont nous avons parlé 
au n® 93 ; elle aurait cet avantage qu'elle pourrait être con^ 
struite avec beaucoup d'exactitude et de facilité par suite de 
la position de tous les points sur des circonférences concen- 
triques. 

Hais nous sommes encore oUigés de renoncer à ce moyen 
à cause de Téloignement du point où le plan de cette figure 
serait percé par le rayon de lumière du sommet. 

96. Je proposerai donc ici d'employer le principe exposé 
au n"" 8, d'autant plus qu'il n'exige ni le sommet du cône ni le 
point de rencontre du plan de la section par le rayon de lu- 
mière du sommet. 

97. Supposons {fig, 60) que Ton ait les deux projections 
d'un cône, on le coupera par un plan vuv! perpendiculaire au 
plan vertical de projection et parallèle à la direction s-l de la 
lumière. 

On construira la projection horizontale nC-itl de la section ; 
les tangentes f'-u', parallèles à la projection s^-t du rayon lu- 
mineux, détermineront les points i\ t\ appartenant aux lignes 
de séparation , et les points u\ u\ qui font partie de l'ombre 
portée. 

98. Le même principe a été appliqué (fig, 57) pour con- 
struire les ombres portées par un cône incliné sur un cône droit. 
Ainsi , après avoir coupé les deux cônes par un plan vuu' pa- 
rallèle à la direction s-l du rayon lumineux, on a construit les 
projections horizontales des deux sections mV, n'x'. 

Les rayons lumineux tangents à la première] de ces deux 
courbes, ont déterminé les lignes de séparation sur le cône 
incliné ainsi que les ombres portées sur le cône droit-, et les 
rayons tangents à l'ellipse nV, provenant de la] section du 
cône droit, ont déterminé les lignes de séparation sur ce cône 
et les ombres portées sur le plan horizontal. 
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C'est ainsi que l*on a opéré pour déierminer les ombres sur 
la roue inclinée (/igf. 54 et 58). 

99. Après avoir prolongé les génératrices de la surface co- 
nique de cette roue, on les a coupées par le plan VO perpen-» 
dioulaire au plan vertical de projection et parallèle à la direc- 
tion S-L du rayon lumineux. Cette première opération adonné 
la courbe 9"^, ÎO*', H''', 12*^, IS*'', tracée en points sur la pro- 
jection horizontale (/Sg. 58). 

Toutes les tangentes qu'il a été possible de mener à cette 
courbe parallèlement à la projection horizontale S'-L' du rayon 
lumineux, ont déterminé les diverses parties de la ligne de 
séparation. 

Ainsi la tangente 9^^-13^'' a donné le point 9"' d'où l'on a 
conclu {fig, 54) le point 9^ et la droite 9^-9'" suivant laquelle 
la dent est touchée par le plan des rayons lumineux. 

La tangente au point 1 1'^ a déterminé le «point 1 1^ d*où Ton 
a déduit H" en dirigeant 1 1^-1 1" vers le sommet du cône. 

100. Le même principe a pu servir pour déterminer les 
ombres portées. Ainsi le rayon S-L du sommet et le rayon 
|0"-13f' déterminent un plan dont l'intersection par le plan 
V-U sera une droite 10*^.12'^ {fig. 58) parallèle à S'-l/. Cette 
première opération donnera le point 11'*, qui relevé sur VU 
donne 12* pour projection verticale^ et détermine la droite 
12*-12", suivant laquelle la surface du creux est coupée par le 
plan des rayons S-L, 10"-12" ; le point 12f', résultant de l'in- 
tersection de 12'-12" avec 10".12", sera l'ombre du point 10". 

Les mômes moyens peuvent être employés pour construire 
l'ombre portée par la roue inclinée sur la roue horizontale. 
Dans ce cas on ne construira que les sections des dents qui 
portent ombre ou sur lesquelles l'ombre est portée, ce qui sera 
facile à reconnaître en procédant avec ordre. 

Les ombres portées dans le cône creux formant une partie 



Digitized by 



Google 



86 CONE. PL. 10' 

de la surface supérieure de la roue horisontale , ont été obte- 
nues par le principe du n"" 86. 

iOl. Les rayons lumineux qui s'appuient sur le cercle in- 
cliné 9'^" (/Sg. 54), forment un cylindre obKque dont Tinter- 
section avec Tarbre de la roue inclinée donne une courbe à 
double courbure que l'on obtiendra par les principes donnés 
en Géométrie descriptive pour Tintersection de deux cylindres. 

Ainsi un rayon de lumière hb^ construit par un point quelr 
conque hhl de Taxe , percera le plan du cercle g^g^^ en un point 
y que Ton joindra avec à' par une ligne droite Va!; les tan-^ 
gantes menées par les points 14', 15', parallèlement à la droite 
àV sont les intersections du plan du cercle çfç/^ par des plan» 
tangents aux cylindres et parallèles à la direction de la lumière. 

Les points de tangence 14 et 15 déterminés avec exactitude 
feront Gonnattre les droites 14-14'^, 15-15^ 

Pour obtenir un point 17' sur la courbe 15-17', on con- 
cevra un plan quelconque 16-17-17'^ parallèle au rayon de 
lumière et à Taxe àb. L'intersection de ce plan avec celui du 
cercle sera une droite 16*17 parallèle à 6^d'. 

€e même plan coupera l'arbre de la roue suivant une géné- 
ratrice 17-17', dont l'intersection par le rayon de lumière^ 
16-17^ donne 17' pour l'ombre du point 16. fl n'y aura plus 
qu'à recommencer cette opération. 

Les ombres portées sur les plans de projection s'obtiendront 
par les moyens ordinaires. 

Les droites 18*19 sont les traces horizontales des plans lu- 
mineux tangents aux cônes convexes formant la surface des 
dents. Toutes ces droites doivent concourir au point où le 
rayon S-L prolongé irait percer le. plan horizontal de projec- 
tion. Ce point n'a pas pu trouver place sur l'épure. 

Les droites S0^21 sont les traces verticales des plans tan- 
gents aux dents -, toutes ces lignes doivent aboutir au point L 
où le rayon S-L perce le plan vertical de projection. 
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CHAPITRE IIL 



SPHàftK. 



102. L'ensemble des rayons de lumière qui s'appuient sur 
la sphère forme un cylindre circulaire. 

La ligne de séparation est un grand cercle situé dans un plan 
perpendiculaire à la direction de la lumière. 

Les projections de ce grand cercle sont deux ellipses, 
l'-y-l'-S^ (/îff. 65, pi. 11), et3'.4'.3'.4' (/îj. 67). 

Voici Tordre des opérations : 

l^On déterminera (/ig. 6S) le point o'' suivant lequel le 
rayon (ho^^ passant par le centre de la sphère, percerait le plan 
vertical de projection \ 

2* On fera oA égal à pV et l'on tracera l-o'' qui sera le 
rayon du centre rabattu sur le plan de la 6gure 66; 

2f Du pQînt 1 comme centre avec un rayon 1-2 égal ào*l\ 
on décrira une circonférence que l'on pourra considérer comme 
la section de la sphère par le plan projetant du rayon o-o^; 

4* La ligne de séparation étant située dans un plan perpen- 
diculaire au rayon 1-0", elle se projettera sur la figure 66 par 
te diamètre 2-2, dont les extrémités ramenées sur o^'€!\ déter- 
mineront le petit axe 2f-2' de l'ellipse l'-2-l'-2'. Le grand 
axe T-l' de cette ellipse sera égal au diamètre de la sphère 
donnée^ 

5® Enfin les rayons 2-2'', 2-2'' détermineront le grand axe 
2"-2" de Tellipse suivant laquelle le cylindre formé par les 
rayons lumineux qui s'appuient sur la sphère est coupé par 
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le plan vertical de projection. Le petit axe 1"-1" est égal au 
diamètre de la sphère. 

L'ellipse l"-2"-l"-2" sera l'ombre portée par la sphère sur 
)e plan vertical de projection. On ne conservera que la partie 
de cette ombre qui est au-dessus de la ligne AZ, et l'on opé- 
rera de la même manière pour obtenir l'ombre sur le plan 
horizontal. 

Ainsi , la figure 68 est la section de la sphère par le plan 
vertical qui contiendrait le rayon du centre. Cette figure se 
construira en faisant o-3 égal àp-o (/S^. 65); 3-o'" sera le 
rayon du centre rabattu sur le plan horizontal de projection. 

Le diamètre 4-4 sera, sur la figure 68, la projection de la 
ligne de séparation , et les deux rayons 4-4", 4-4" détermi- 
neront le grand axe 4"-4" de l'ellipse qui est l'ombre portée 
par la sphère sur le plan horizontal. 

On remarquera, comme vérification, que les deux ellipse» 
2"-2", 4"-4" doivent se couper sur la ligne AZ. 

Ombre portée sur la sphère. 

103. La construction de l'ombre portée par un point sur la 
sphère revient, dans tous les cas, à construire l'intersection 
de la sphère par le rayon de lumière qui contient le point 
dont on cherche l'ombre. 

Ainsi , pour avoir l'ombre du point 5-5' (/îff. 65 et 67) on 
construira : 

1® Les deux projections 5-6^, 5'-5" du rayon de lumière 
du point 5-5' 5 

2** On fera g'-5" égal à g-5, et le point 5" sera la projection 
du point 5-5' sur la figure 68 ; 

3" Du point 3 comme centre avec un rayon 3-2' égal à js-o?, 
on décrira l'arc z'-a/ qui est la section de la sphère par le 
plan vertic^al qui contient le rayon du point 5-5'. 
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L'intersection de l'arc z'-^x* par le rayon 5"-5!'' donnera 5'", 
d'où l'on déduira 5'' {fig. 67), et par suite 5' {fig. 65). 

En recommençant cette construction on aura autant de 
points que Ton voudra. Ainsi , les deux courbes 5^*6*, 5*^-6'^ 
sont les deux projections de Fombre portée sur la sphère par 
lacourbe5 6,5'.6'. 

Jl est évident que cela revient à chercher l'intersection de 
la sphère par un cylindre qui serait engendré par le mouve* 
ment d'un rayon lumineux , et qui aurait pour directrice la 
courbe donnée. 

Sphère éclairée par un point lumineux. 

104. Les rayons lumineux qui s^appuient sur la sphère for^- 
ment un cône qui a pour sommet le point W (/Sgr. 69 et 70). 

La projection auxiliaire (fig. 71) détermine le petit axe 
1-1' et le grand axe 2-â' égal au diamètre 1*1 du cercle qui 
forme la ligne de séparation. 

On détermine de la même manière la projection horizontale 
de cette môme courbe. 

La trace du cône , que l'on construira comme nous l'avons 
dit au n"" 80, sera l'ombre portée par la sphère sur le plan 
horizontal de projection. 

Creux sphérique. 

105. Nous supposons ici que l'on veut avoir l'ombre portée 
dans une demi-sphère creuse par une portion de la circonfé- 
rence du grand cercle qui en forme la limite. 

On construira (fig. 63) une projection auxiliaire parallèle h 
la direction de la lumière ; la projection du rayon «"-I" s'ob- 
tiendra en faisant p'-3' égal à p-3*^ (fig. 61 ) et en joignant 3' 
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avec r projection du point ï suivant lequel le rayon <-(, s'-f 
perce le pUn horizontal. 

Le plan vertical qui contient le rayon du point 3 coupera la 
sphère suivant un grand cercle projeté sur la figure 63 par 
l'arc 3'-t)-3", et Fintersection de ce grand cercle par le rayon 
3-r déterminera le point 3'', d'où on déduira 3'" pour la pro- 
jection horizontale de Tonobre portée par le point 3 dans la 
sphère. 

106. On a opéré de la même manière pour obtenir le 
point 2"' qui est Tombre portée par le point 2 , mais on n'a 
pas décrit sur la figure 63 le cercle passant par les points 2 -l'', 
et voici pour quelle raison. 

Si Ton suppose que ce cercle ait été décrit, et si l'on com- 
pare les deux triangles l'-3'-3'', i'-S'-â", on reconnaît : 1* qu'ils 
sont tous deux isocèles, puisque l'on a 1-3':^! -3'" comme 
rayons d'un même cercle, et que 1-2' =^1-2" par la même 
raison; 2« l'angle l'.2'.2" est égal à l'angle 1^3'-3" à cause du 
parallélisme des rayons ^-*!i!\ 3'-3", d'où il résulte que les 
angles 2-1-2", 3'-l -3" sont égaux, et que, par conséquent, 
les points 1', 2", 3" sont en ligne droite. 

Donc, la courbe 1^"-1 {fig. 62), qui est l'ombre portée 
dans la sphère par l'arc 1-3-1 , est une courbe plane, puisqu'elle 
se projette par une ligne droite l'-3" sur le plan de la figure 63. 

107. Cette remarque réduit aux opérations suivantes la con- 
struction du point 2"'. 

On tracera : 

1* 2-2f" projection horizontale du rayon de lumière passant 
par le point 2 (/Ig. 62); 

2'' La droite 2-2' donnera 2' pour la projection du point % 
sur la figure 63 ; 

3* L'intersection du rayon 2'-2" avec 1-3" donne 2", d'où 
l'on déduira *" (/?y. 62). 
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La coarbe d'ombre portée étant plane et située sur la sur- 
face d'une sphère est nécessairement une circonférence de 
cercle ; et comme il est facile de reconnaître par la figure 63 que 
son plan passe par le centre , on peut en conclure qu'elle est un 
grand cercle de la sphère, de sorte que le point 3'" étant ob- 
tenu, on peut se contenter de construire la demi-ellipse 
l-3'"-l sur les deux axes o-l, o-3'". 

Cette deuxième solution dispense de construire le point V. 

108. On peut démontrer autrement que nous ne TaYons 
fait ci-dessus que la courbe d'ombre portée dans le creux 
sphérique est plane. 

Soit (/Sg. 64) la sphère B et le cylindre A formé par les 
rayons lumineux qui s'appuient sur le grand cercle g-(/, nous 
supposons ici que la sphère et le cylindre sont projetés sur 
un plan perpendiculaire à celui du grand cercle ù<! et pa- 
rallèle à Taxe du cylindre A. Il est évident qu'il existe de 
l'autre côté de Taxe du cylindre , un second cercle virvl symé- 
triquement placé avec le premier, de sorte que ces deux 
cercles étant tous deux situés sur la sphère et sur le cylindre « 
peuvent être considérés comme formant ensemble la ligne 
de pénétration de ces deux surfiEU^es*, d'où il résulte que si l'on 
prend Tun de ces cercles pour servir de courbe directrice au 
cylindre formé par les rayons lumineux, TaUtre cercle sera la 
courbe d'ombre portée. 

JVtffté sphéfiqae, 

109. Les principes précédents nous fourniront les moyens 
de construire Tombre portée dans une niche sphérique (/tg. 74, 
pi. 12). 

La ligne de séparation se compose : 

4* De l'arc de cercle 1-2-6; 

â* De la verticale 6-p. 
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L'ensemble de ces deux lignes sépare la surface du mur de 
la partie de la niche qui est dans l'ombre. 

Le point i est l'extrémité du diamètre 7-i perpendiculaire 
à la projection verticale «-( du rayon lumineux. 

La projection auxiliaire 75, parallèle au rayon de lumière 
4-{, déterminera le petit axe i-A!" de la demi-ellipse i-A"'-! 
provenant de Tombre portée dans la sphère par la demi-cir^ 
conférence 1-4-7 (107). 

On peut aussi, en opérant comme ci-dessus, déterminer 
sur cette ellipse autant de points que Ton voudra. Ainsi, pour 
le point 2, on trace: 

S-â', ce qui donne 2'; 

2'-2", parallèle à «"-f ; 

2"-2'", dont rintersection avec le rayon 2-2"' déterminera 
le point 2"'. La surface de la sphère ne s'étendant pas au-des- 
sous du plan horizontal qui passe par le centre . on ne con- 
servera de Tellipse l-4'"-7 que la partie 1-3"', qui est l'ombre 
de Tare de cercle 1-3, et Ton cherchera ensuite l'ombre portée 
par l'arc de cercle 3-6 dans le cylindre vertical qui forme une 
partie de la surface de la niche. 

Pour y parvenir, on se servira de la projection horizontale 
(fig, 76). Ainsi, par exemple, 

Si l'on veut avoir l'ombre du point 5, on le projettera en 5' 
sur la droite o'-6', qui est la trace du plan vertical contenant 
l'arc de cercle 0-2-6. 

On tracera ensuite le rayon de lumière 5'-5" et la verticale 
S"-5'" dont l'intersection avec le rayon du point 5 déterminera 
l'ombre de ce point. 

On opérera de la même manière pour obtenir le point 6'" 
suivant lequel la courbe 3" -S'"-6"' est touchée par la verticale 
6"'-g , qui est l'ombre de l'arête verticale du point 6. 

Ainsi l'ombre portée dans la niche se compose de trois par- 
ties bien distinctes, savoir : 

1* L'arc 1-3"', provenant de l'intersection de la sphère par 
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le cylindre oblique formé par les rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur l'arc 1-3; 

^ La courbe 3" -6"', suivant laquelle les rayons lumineux 
qui s'appuient sur Tare 3-6 rencontrent le cylindre vertical 
•qui a pour trace la demi-circonfërence o-6''-6' {fig. 76); 

3^ Enfin la ligne droite 6'"-9 ombre de Taréte verticale du 
point 6. 

L'arc 1-3"' est une courbe plane appartenant à Tellipse 
i -4'"-7 (107); mais la courbe 3"'.5"'-6'", etc. , est à double cour- 
bure , puisqu'elle provient de la rencontre de deux cylindres. 

Ces deux courbes se touchent au point 3"', et la seconde est 
touchée au point 6"' par la verticale B'"-^. 

Coupe de la niche sphérique. 

110. Il arrive souvent, dans les dessins d'architecture, que 
pour mieux faire concevoir l'intérieur d'un édifice, on le sup- 
pose coupé par un plan vertical , et que Ton supprime tout ce 
qui se trouve en deçà de ce plan. 

Or si le plan coupant passe par le centre d'une niche sphé- 
rique , il ne restera plus que la partie comprise dans l'angle 
droit o'-j'.6" {fig, 76). 

Dans ce cas , l'ombre portée dans l'intérieur de la niche pro- 
viendrait des rayons qui s'appuieraient sur les arcs 2-1, 2-8 

Nous avons obtenu par l'opération précédente l'ombre de 
l'arc 2-1 , nous allons chercher l'ombre de l'arc 2-8. 

Si nous supposons que le plan vertical qui contient cet arc 
fasse un quart de révolution autour de la verticale du centre, 
l'arc perpendiculaire au plan vertical viendra se placer en 
2-8'-6. 

Si nous faisons pareillement décrire un quart de révolution 
au rayon de lumière $-1 , il viendra se placer vn s^l". 
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Et construisant (/ij|f. 73) une projection auxiliaire parallèle 
à ê-f^^ on opérera comme ci-dessus, et Ton obtiendra la courbe 
V-'V que Ton fera ensuite revenir à sa place par un quart 
de révolution. 

Si Ton a bien opéré , les deux points 2*^ et 2'" doivent être 
à la même hauteur. 

111. Si la projection horizontale <-(' du rayon de lumière 
partage en deux parties égales Tangle oV-6" {fig. 76), il y 
aura une abréviation remarquable. 

En effet, dans cette hypothèse, introduite ici pour éviter 
la construction d'une nouvelle épure, le plan vertical qui 
contient le rayon 5 -{ devient un plan de symétrie non-seu- 
lement par rapport aux deux arcs s'-l'', s'-8", mais encore 
par rapport aux courbes l"-2% 8"-2^; de sorte que si deux 
points 9 et 10 sont pris à la même hauteur sur les deux arcs 
2-1, %^ (fig. 76), les ombres V et 10' de ces deux points 
seront aussi à la même hauteur. De là résulte la construction 
suivante. 

Après avoir obtenu {fig. 7i) la courbe l-S'" qui est Tombre 
de l'arc 1-2 , et par conséquent le point 9', ombi^e du {>oint 9, 
étani déterminé , on tracera : 

V L'horizontale 9-10 qui donnera sur Tare 2-8 le point 10 
symétrique du point 9^ 

2'' L'horizontale 9-10' déterminera le point 10^ symétrique 
de 9'. On recommencera l'opération pour avoir d'autres points. 

Il est évident que cette construction évitera la projec^tion 
auxiliaire 73. 

La symétrie est évidente sur la projection horizontale 76, 
qui , au surplus , n'est pas nécessaire pour construire la courbe 
«-2'" (fig. 74). 

FIN DU DEUXIÈME LIVRE. 
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LIVRE III. 



CHAPITRE PREMIER. 

SURFACES DB REVOLUTION. 

112. On a vu dans la Géométrie descriptive qu'une surface 
de révolution est engendrée par le mouvement d'une courbe 
tournant autour d'une droite immobile que Ton nomme son 
axe, 

413. La nature de la surface dépend de la courbe que l'on 
a choisie pour génératrice et qui est presque toujours une 
section méridienne. 

Tore. 

114. Le tore, ou surface annulaire, contenant en quelque 
sorte les éléments de toutes les surfaces de révolution , le lec- 
teur fera bien d'étudier cet exeippie avec le plus grand soin. 

La figure 77, pi. IS» est la projection verticale de la surface 
donnée^ la section génératrice se compose de deux cercle» 
œeg , qui ont pour centres les points oo'. 

L'axe de la surface étant vertical se projette sur le plan 
horizontal (/Sflf. 78) par le point t, et les circonSérences dé- 
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crites de ce point avec les rayons I'-5, I'-6, représentent la 
plus grande et la plus petite section horizontale du tore. Cette 
dernière section se nomme le cercle de gorge. 

Iji ligne de séparation se compose de deux courbes entiè- 
rement indépendantes Tune de l'autre. 

La première est située sur la portion de surface engendrée 
par la demi-circonférence acg. 

La deuxième appartient à la portion de surface engendrée 
par la demi-circonférence aeg. 

Tous les points de ces deux courbes ont été obtenus par la 
méthode des plans tangents qui a été exposée dans la géomé- 
trie descriptive. 

Voici l'ordre des opérations : 

La perpendiculaire sV abaissée (/igr. 78) sur la trace du 
méridien D percera ce plan en un point , dont la projection 
horizontale s", ramenée en s'" sur la trace du méridien B, dé- 
terminera s'^ (/îj. 77), de sorte que s*^-l sera la projection 
du rayon de lumière sur le plan du méridien D. 

Cela étant fait, les deux diamètres i-2, 4-3 perpendicu- 
laires à s'^-{ détermineront les points 1 , 2, 3, 4 suivant lesquels 
la surface du tore serait touchée par quatre plans parallèles 
aux rayons de lumière 5'^-{ et perpendiculaires au plan du 
méridien D. 

Les points 1 , 2, 3, 4 projetés (/Ig. 78) en i', 3', 4' et 3' sur 
la trace du méridien B seront ramenés de là en 1", 3", 4" et 3'\ 
sur la trace du méridien D, d'où on déduira leurs projections 
verticales \'\ 2'", il'\ T (fig. 77). 

En opérant de la même manière, on obtiendra quatre 
points dans chaque méridien. 

On fera bien de multiplier les opérations dans le voisinage 
des points 5, 6 , 7, 8, parce que c'est tians cette partie des 
lignes de contact que les variations de courbure sont les plus 
sensibles. 

Les projections verticales des deux courbes se coupent 
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(fig. 77) dans le plan du méridien C en deux points 23 et 24 
que Von devra déterminer avec exactitude. 

Quelques points pourront être obtenus plus facilement par 
suite de la position particulière des méridiens qui les con-^ 
tiennent. Ainsi , par exemple : 

Les deux diamètres 9-10, 11-12 perpendiculaires à la projec- 
tion verticales-! du rayon lumineux, déterminent sur la section 
méridienne principale les quatre points suivant lesquels la sur- 
face serait touchée par quatre plans perpendiculaires au pian 
vertical de projection et parallèles à la direction de la lumière. 

Ces quatre points auront leurs projections horizontales sur 
la trace du méridien B.. 

La trace du méridien JF (fig. 78), perpendiculaire à la 
projection horizontale s'-l' du rayoo lumineux, déterminera 
les quatre points 5, 6, 7, 8, suivant lesquels la surface serait 
touchée par quatre plans verticaux et parallèles aux rayons de 
lumière. 

Ces quatre points appartenant au plus grand parallèle et au 
cercle de gorge, leurs projections verticales 5', 6', 8', 7' seront 
situées sur la ligne horizontale c-c. 

Si nous faisons tourner le méridien A jusqu'à ce qu'il soit 
venu coïncider avec le méridien B, le point s* viendra se placer 
on 9'' y d'où on déduira 5^', de sorte que s^-l sera le rayon de 
lumière lui-même ramené dans le plan du méridien principal. 

Les deux diamètres 13-14, 15-16, perpendiculaires à «M, 
détermineront alors les quatre points suivant lesquels la sur- 
face serait touchée par quatre plans parallèles aux rayons lu- 
mineux et perpendiculaires au plan du méridien Â. 

Ces quatre points projetés horizontalement sur la trace du 
^néridien B et ramenés de là à leur place dans le plan du mé- 
ridien A, donneront 13', 14', 15', 16', d*où Ton déduira leurs 
projections verticales 13", 14", 15", 16" (fig. 77). 

Ce sont les points les plus élevés et les plus bas des deux 
courbes de contact. 

7 
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On peut aussi abréger beaucoup le travail en ayant égard à 
k symétrie. 

Ainsi , les points obtenus dans le méridien D pourront être 
reportés à la même distance du centre , sur fa trace du méri- 
dien D*^ et de là projetés à la même hauteur sur la figure 77. 

Les points situés dans le méridien £' se déduiront de la même 
manière de ceux qui appartiennent au méridien E. 

Enfin les points des méridiens B, C donneront ceux des mé* 
ridiens B', G'. 

Ainsi Tune des deux lignes de contact aura pour projection 
horizontale la courbe 5.r'-15'-H'.7.3".13'.9'-5 et pour pro- 
jection verticale 5'-l"'-15'^H-7^3"'-13''.9.S' 

La seconde ligne a pour projection horizontale la courbe 
ft.2''-16'-i2'-8.4''.14'.l(y-6 et pour projection verticale 6'*2^'- 
46".12.8U'M4M0-6\ 

La première de ces deux courbes touche la section méri- 
dienne principale aux points 9 et 11 , et la seconde la touche 
aux points 10 et 12» 

Ombres porléei. l 

I 

lis. La courbe extérieure servira de directrice au cylindre 

oblique formé par les r9yons lumineux qui s'appuient sur la i 

surface. i 

L'intersection de ce cylindre avec les plans de projection ne I 

présentera pas de difficultés. I 

116. L'ombre portée par fa courbe intérieure exigera plus 
d'attention. 

Pour bien concevoir la nature de cette ligne, supposon» 
qu'un rayon lumineux glisse parallèlement à lui-même e» 
s*appuyant sur la courbe 8-14-6-16-8 {fig. 78), la sur- 
face cylindrique engendrée par le mouvement de ce rayon 
se composera de quatre parties bien distinctes , savoir : 
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1° Une première partie ayant pour directrice la portion de 
courbe v'AH^v! et pour trace horizontale v"A4e"'U" ; 

2* La seconde partie aura pour directrice la courbe u -6-m\ 
et pour trace u"S"'tn!' ; 

3^ La troisième partie a pour directrice la courbe m'-16W 
et pour trace m"-16"-n" ; 

. 4!* Enfin la quatrième partie a pour directrice n'-8-t>' et 
pour trace n'-ff'-r". 

Ces quatre parties sont séparées les unes des autres par les 
rayons lumineux uW, m'-m^^ vi-n"^ t?W, Ces rayons forment 
sur la surface quatre arêtes de rebroussement et déterminent 
par leur intersection avec le plan horizontal les quatre points 
u'', m", n", v", qui sont eux-mêmes des points de rebrousse- 
inent pour la courbe u"'Vl'^n"'fn!\ 

On remarquera que la courbure change de sens toutes les 
fois que le rayon lumineux devient tangent à la courbe de 
eontact 14^6-16'-8. 

Ce qui a lieu aux quatre points u', m\ n', v\ 

A tous les autres points, le rayon de lumière fait avec cette 
court)e des angles plus ou moins grands. 

Les deux parties qui ont pour traces les courbes u"-H"'Vf\ 
m' -i6"-n" se coupent suivant les deux rayons lumineux a^-a?'", 
s'-js'-' placés symétriquement par rapport au méridien A. 

Ces deux rayons , après avoir touché la surfaee du corps en 
dessus, aux points a/, z\ touchent une seconde fois cette oiéme 
sur&ce en dessous aux points x"^ js", et vont ensuite pereer le 
plan horizontal aux deux points a/", je"'. 

117, l^es rayons lumineux qui s'appuient sur la portion de 
courbe af-vf ne peuvent pas arriver jusqu'au plan borzontal. 
Ils sont arrêtés dans leur cours par la masse du corps et pro- 
duisent, par leur intersection avec la surface, une courbe 
u*AO"'-x" qui est par conséquent Tombre portée dans la gorge 
de l'anneau par la partie x^-u' de la courbe de contact. 
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Pour obtenir un point quelconque de la courbe uV, on 
peut employer le principe des plans coupants (8). Ainsi, par 
exemple, si Ton veut avoir l'ombre portée par le point 10, f 0', 
on opérera de la manière suivante : 

1* OncoDcerra le plan vertical P-p contenant le rayon de 
lumière du point 10. 

2^ En élevant des perpendiculaires par les points où ce plan 
coupe les cercles horizontaux de la surface, on aura la courbe 
,.10"-y (/ly. 77). 

3* L'intersection de cette courbe par le rayon lumineux do 
point 10 détermine 10", et par suite 10"' pour les deux pro- 
jections de l'ombre du point 10, 10'. 

Le point 20 où la courbe ti'-10'"-x" (/Iff. 78) touche lo 
cercle de gorge se déduira du point où la projection verticale 
u-20-10"-af^ (/îg. 77) rencontre ^horizontale e-^ qui est la 
projection verticale du cercle de gorge. 

On opérera de la même manière pour construire la courbe 
v'-«" qui est l'ombre portée par la courbe JsW. 

118. Les différents points des<;ourbes u'*10"-a?" et «'-»" 
(fig. 78), peuvent encore être obtenus d'une autre manière. 

Supposons par exemple, que Ton veuille déterminer ou 
vérifier le point 17 suivant lequel la courbe vV touche le 
cercle de gorge. 

On concevra tous les rayons lumineux qui s'appuient sur 
ce cercle horizontal €«, eV, et sur la portion de courbe zd, ;kV 
dont on cherche Tombre. 

L'ensemble de tous ces rayons formera évidemment deux 
surfaces cylindriques parallèles à la direction de la lumière 
et par conséquent, parallèles entre elles. 

L'intersection de ces deux surfaces cylindriques sera le 
itiyon qui s'appuie sur les deux courbes directrices et qui dé- 
termine par conséquent Tombre portée sur l'une de ces 
courbes par un point de la seconde. 
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Ainsi, pour obtenir sur le cercle de gorge- le point qui 
appartient à l'ombre portée par la courbe z!xl (fig. 78) , on 
tracera le rayon de lumière qui contient le centre 18 du cercle 
€e {fig. 77). 

Ce rayon percera le plan horisontal de projection suivant 
un point 18'" qui sera le centre de la circonférence e'V égale 
à la projection horizontale eV du cercle de gorge. 

La circonférence ef'ef' sera la trace horizontale du cylindre 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur le cercle 
de gorge ««, e'e'. 

Or la courbe u**A4!''v'' (fig. 76) est la trace du cylindre 
formé par les rayons lumineux qui s*appuient sur la ligne de 
séparation u'-14W. Il s'ensuit que le point il" suivant lequel 
ces deux traces se rencontrent, appartient au rayon 17 , corn-* 
mun aux deux surfaces cylindriques, et les projections du 
rayon de lumière i7, détermineront les deux projections 
17 et 17' du point suivant lequel la projection horizontale du 
cercle de gorge est touchée par la courbe t)'-17-z" (fig. 78). 

On opérera de la même manière pour déterminer le point 
19 sur le parallèle dont la projection verticale est rt 

119. Il est évident que Topération précédente est un cas 
particulier du problème général qui aurait pour but de déter- 
miner le point d'ombre porté sur une courbe quelconque aa!- 
(fig* 4, p{. 14) par un point d'une autre courbe quel-^ 
conque bb\ 

Or, en raisonnant comme nous venons de le faire , on sera 
conduit aux opérations suivantes : 

1* Les rayons lumineux qui s'appuyent sur la courbe aa! 
forment dans Tespace, une surface cylindrique dontoncoU'- 
struira la trace horizontale a". 

2^ Les rayons lumineux qui s'appuyent sur la courbe bb'\ 
formeront une seconde surface cylindrique dont on construira 
la trace horizontale b". 
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o** Le point n suivant lequel les deux traces horiatontales 
a" et If' se coupent, déterminera le rayon mn^ m'n' commun 
aux doux cylindres, et le point nu' suivant lequel ce rayon 
rencontre la courbe aa! sera Tombre portée sur cette courbe , 
par le point mm! de la courbe bb'. 

120. Si les deux lignes données aa' et bV étaient droites 
(fig. i) les cylindres formés par les rayons lumineux qui s'ap* 
puient sur ces lignes, seraient remplacés par deux plans, Id 
droite mn, m'ti! intersection de ces deux plans, Herait le rayon 
lumineux qui s'appuie sur les deux droites données et le point 
nu' suivant lequel ce rayon rencontre la droite aa' serait 
Fombre portée sur cette ligne par le point mm' de la droite bb'. 
Il est évident que Ton pourrait opérer de la même maniàre 
s'il s'agissait d'obtenir le point d'ombre porté par une droite 
sur une courbe, ou par une courbe sur une droite. 

lâi. On conçoit également que la même opération peut 
donner plusieurs points ^ ainsi la construction que nous avons 
indiquée au numéro 118, déterminera évidemment deux 
points sur le cercle ee (fig. 77) et deux points sur le 
cercle rt. 

En général, la trace du cylindre formé par les rayons lumi- 
neux qui s'appuyent sur la ligne de séparation, rencontrera 
la trace du cylindre formé par les rayons lumineux qui 
s'appuient sur la courbe donnée, suivant des points qui dé* 
termineront tous les rayons lumineux passant par les points 
d'ombre cherchés, et tous les points d'ombre portés par une 
courbe sur l'autre, pourront ainsi être déterminés par une seule 
opération. 

La méthode précédente eSt surtout très-commode, parce 
qu'elle permet de choisir à volonté la ligne sur laquelle on 
veut obtenir les points d'ombres portés par la ligne de sé- 
paration. 
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Considiraiions générales. 

122. Le tracé des ombres sur les dessins des ingëoieurs 
n'exige pas une exactitude aussi absolue que celle qui est né- 
cessaire dans quelques autres applications de la géométrie 
descriptive. 

On sait que ce n'est pas sur des dessins ombrés que s^exé- 
cutent la plupart des travaux qui demandent une grande 
exactitude. Les charpentiers, les tailleurs de pierres, les con- 
structeurs de machines, n'ombrent pas les épures qui servent 
à déterminer les dimensions de l'objet qu'ils exécutent, et s'ils 
tracent les ombres sur quelques-uns de leurs dessins , c'est 
plutôt pour mieux faire comprendre la forme des objets repré- 
sentés que pour en faciliter l'exécution. 

Il n'est donc pas toujours nécessaire que les ombres soient 
tracées avec une précision mathématique , et pourvu que Ton 
fasse comprendre parfaitement la forme de fobjet, on aura 
rempli le but que l'on s'était proposé. 

Ainsi un dessinateur habile ne prendra pas le compas à 
chaque instant pour tracer les ombres sur une machine ou sur 
un monument; Tanalogte plus ou moins grande qui existe 
entre la surface du corps qu'il veut ombrer et quelques-uns des 
exemples qu'il a étudié géwnéiriq^iement^ lui permettra tou- 
jours de construire les courbes de séparation et d'ombres 
portées, avec une exactitude suflBsante pour donner à son 
dessin l'air de vérité qu'il doit avoir. 

Le peintre qui aura fait quelques études géométriques des 
ombres, reconnaîtra évidemment dans les courbes de sépara- 
tion qui ont lieu sur les draperies , sur les membres du corps 
humain et sur les muscles principaux, quelques-uns des effets 
produits par la lumière sur les cylindres , les cônes ou la 
sphère. Les contours de la téte^ du nez^ du menton, repro^ 
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duiront plus ou moîDs les courbes que Ton rencontre sur les 
principaux corps géométriques. Les ombres portées dans la 
cavité occupée par l'œil , lui rappelleront Tonibre portée 
dans une niche sphérique ou elliptique par Tare qui en forme 
le contour. 

Ce n'est donc pas, comme paraissent le croire quelques ar- 
tistes, pour tracer les ombres avec le compas . que les études 
actuelles sont nécessaires ; l'essentiel, avant tout, est de com- 
prendre pour quelle raison une ligne d'ombre est plus ou moins 
courbe , pourquoi elle est courbe dans un sens plutôt que dans 
l'autre ; enfin , de s'habituer à reconnaître et à prétx>îr par le 
raisonnement comment ces courbes peuvent être modifiées 
par les changements divers qui peuvent avoir lieu dans la di- 
rection de la lumière ou dans son intensité. 

Enfin , pour les artistes , les études géométriques n'ont pas 
pour but de leur apprendre à dessiner, mais de leur apprendre 
H regarder. 

En effet beaucoup d'entre eux , se laissant égarer par leur 
imagination, ne dessinent pas les objets comme ils les voient, 
mais comme ils croient les voir. 

Ils ignorent qu^un objet, quoique parfaitement dessiné, pa- 
raîtra trop i)etit si tes ombres sont trop grandes, et trop 
grand s'il est trop exposé à la lumière. 

Un homme, dans les proportions les plus exactes, parattra 
trop grand ou trop petit s'il est placé à côté d'une colonne trop 
petite ou trop grande, trop obscure ou trop éclairée; beaucoup 
d'entre eux ne confondraient pas le trop court avec le raccourci 
s'ils avaient étudié la perspective , ou au moins les projections 
obliques des corps. Ce qui leur permettrait de comprendre 
l'admirable ouvrage de Jean Cousin, qui avait si bien deviné 
ta géométrie descriptive. 

Les artistes habiles sentent parfaitement toutes ces choses, 
mais un grand nombre , ignorant les causes des nombreuses 
illusions d'optique produites par la combinaison des^ombrcs d^ 
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la lumière et de la perspective, font des efforts inutiles pour 
s*en affranchir et ne parviennent souvent à faire disparaître un 
défaut apparent qu'en produisant à côté un défaut réel. 

123. Les réflexions qui précèdent expliquent pourquoi je 
me suis particulièrement attaché, dans cet ouvrage, k Tétude 
des objets que Ton rencontre le plus souvent dans la pratique. 

Or, après les polyèdres et les trois corps ronds élémentaires, 
savoir : le cylindre, le cône et la sphère , les objets que l'on a 
le plus souvent occasion de dessiner ont plus ou moins d'à-* 
nalogie avec ce que Ton appelle en géométrie , solides de ré ^ 
volution. 

I^ forme presque toujours gracieuse de ces sortes de corps 
et le bon marché qui résulte de la facilité de leur exécution sur 
le tour en a fait multiplier à l'infini toutes les variétés. .. 

Mais si Ton considère avec attention la section méridienne 
d'une surface de révolution quelconque, on pourra toujours 
considérer cette ligne comme composée d'un certain nombre 
d'arcs de cercles qui se raccorderaient. 

Ainsi, par exemple, la méridienne acvu(/l9. 7) étant une 
courbe à trois centres composée des arcs ac^ cv et vu , la zone 
acac sera une portion de la surface annulaire engendrée par le 
cercle qui a, son centre au point i . 

La zone cvcv appartient à une seconde surface annulaire 
engendrée par le cercle décrit du point 2 comme centre. 

Enfin , la zone vuvu fait partie d'une troisième surface an- 
nulaire qui a pour centre le point 3. 

La première zone se raccorde avec la deuxième , parce 
qu'elles sont touchées toutes les deux par une même surface 
cylindrique, suivant la circonférence du cercle horizontal ce. 

La seconde zone se raccorde avec la troisième, parce qu'elles 
sont touchées toutes les deux suivant le cercle vv par un cône 
circulaire qui a son sommet au point s. 

La section méridienne de la surface de révolution repré- 
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sentée sur la figure 9 est également une courbe à trois centres 
composée de trois arcs de cercles mn^ no^ox qui se raccor- 
dent aux points n et o ; de sorte que la sur&ce toute entière 
peut être considérée comme composée de trois zones ou parties 
de surfiices annulaires qui se raccordent suivant les cercles 
fin et 00. 

124. Toute surface de révolution peut donc être consi- 
dérée comme composée d'une suite de zones qui se raccordent 
et dont chacune provient d'une surface annulaire ou tore. 
C'est pourquoi on ne saurait étudier avec trop de soin tout ce 
qui se rapporte à cette espèce de surface. 

Or, ai l'on ne veut pas être obligé de prendre à chaque in- 
stant le compas pour tracer les ombres sur un dessin, il ne 
suffit pas d'exécuter une épure d'ombre pour une direction 
déterminée des rayons lumineux. Cela serait tout au plus suffi- 
sant pour les dessins de l'ingénieur, mais si l'on veut acqué- 
rir le sentiment exact des effets de la lumière , il faut se fami- 
liariser avec toutes les transformations que subissent les courbes 
de séparations et d'ombres portées, lorsque l'on déplace la lu- 
mière ou l'objet éclairé. 

1 25. D'après cela, concevons (fig. 8) la surface annulaire ou 
tore engendrée par le cercle A, et supposons, pour plus de 
simplicité , que la lumière soit parallèle au plan vertical de 
projection. 

Si l'on fait prendre au rayon lumineux les inclinaisons suc- 
cessives indiquées sur la projection verticale, par les droites^ 
«-1 , «-2, «-3, etc. , et si Ton construit les projections verticales 
et horizontales de toutes les lignes de séparation correspon- 
dantes , on obtiendra successivement les courbes tracées sur 
les deux projections de la figure, depuis le cas où le rayon de 
lumière M est vertical jusqu'au moment oii il devient hori- 
eontal comme cela est indiqué par sa projection verticale s-6. 
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Toutes ces courbes ont été obtenues par la méthode indi- 
quée au numéro 114, et chacune d'elles est déterminée 
par douze points situés dans les pians méridiens P Pi P| 

P.P*P5. 

La partie vue de chaque courbe est tracée en ligne pleine , 
tandis que la partie cachée est tracée en points. 

Lorsque le rayon lumineux est vertical , il est évident que 
les deux lignes de séparation se confondent arec le plus grand 
et le plus petit parallèle *, mais, à mesure que le rayon de 
lumière s'incline davantage, les deux courbes se transforment 
eu s'approchant toujours des circonférences décrites par te 
point le plus bas et par le point te plus élevé du cercle généra^ 
teur A et l'on voit les courbes de séparation ooincider avec ces 
deux cercles, lorsque le rayon de lumière devient tout à fait 
horizontal. 

126. il ne fout pourtant pas croire dans ce dernier cas, que 
chacune des lignes de séparation se compose tout entière de 
l'un des cercles dont nous venons de parler. 

Les choses ne se passent pas ainsi ] et si l'on veut comprendre 
ce qui a lieu dans cette circonstance, il faut comparer la figure 
11 avec la courbe que l'on obtient figure 10 lorsque le rayon 
dé lumière est presque horizontal. 

Pour éviter la confusion , j'ai désigné par les mêmes chiffres les 
points qui ont une projection verticale commune : ainsi, sur les 
deux figures, la ligne de séparation intérieure passe par les points 
1*2-3-4-5, tandis que la ligne de séparation extérieure con- 
tiendra les points 6-7-8-9-10, et l'on voit par conséquent que, 
aur la figure 11 , la première de ces deux courbes comprendra : 

1® Le demi-cerdie horizontal 2-1-2 au-dessus de la surface ; 

2® Le demi-cercle vertical 2-3*4 dont la convexité est tournée 
vers Taxe de la surface ; 

3® Le demi-cercle horizontal 4-5-4 au-dessous de la surface y 

4'' Le demi-cercle vertical 4-3-2. 
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Tandis que la ligne de séparation extérieure se composera 
ainsi : 

1 • Le demi-cercle horicontal 7-6-7 au-dessous de la surface ; 

2* Le demi-cercle vertical 7-8-9 ; 

3^ Le demi-cercle horizontal 8i0-9 au-^lessiis de la surface; 

4* Le demi-cercle vertical 9-8-7. 

De sorte que le rayon lumineux partant du point 7 en- 
gendrera une suite de surfaces alternativement planes et 
cylindriques , dont la directrice passera par les points 7-^-7-8- 
9-10-9-8 et 7, tandis que la courbe intérieure serait 2-1-2- 
3.4.5.4^ et 2. 

Pour mieux distinguer les effets qui résultent de cette direc- 
tion de la lumière J'ai indiqué par une teinte de lignes pleines 
la partie du corps qui est limitée par la ligne de séparation, tan- 
dis que les teintes ponctuées indiquent l'ombre portée dans la 
partie de la surface qui est tournée du côté de Taxe, par la 
partie du corps qui lui est opposée et qui arrête par conséquent 
les rayons lumineux. 

Sur la figui*e 8 on n'e indiqué par des teintes que les 
parties ombrées que l'on obtient lorsque le rayon de lu- 
mière est parallèle à la droite s-2; et pour que l'on puisse 
mieux comprendre les transformations diverses de la courbe 
de séparation, on n'a pas indiqué sur cette projection les 
ombres qui seraient portées dans chaque cas sur la partie 
creuse du tore, 

i27. Les figures 2 , 3 , 5 , 6 , 12 et i3 sont les traces hori- 
zontales des cylindres formés par les rayons lumineux qui s'ap- 
puieraient sur les courbes de séparation intérieures de la fig. 8. 

On conçoit parfaitement que si le rayon lumineux était ver- 
tical , la ligne de séparation serait le cercle de gorge , dont la 
projection horizontale se confondrait évidemment avec la trace 
du cylindre formé par les rayons lumineux qui s'appuieraient 
sur ce même cercle. 
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Mais à mesure que le rayon lumineux s'rocirnera darYantage, 
les traces des différentes surfaces cylindriques formées par les 
rayons qui s'appuient sur la partie intérieure de la surface, 
deviendront successivement semblables aux figures 2, 3, 5, 
6, etc. 

Chacune de ces courbes contiendra toujours les quatre 
points de rebrousement dont nous avons parlé au n* H6. 

La partie éclairée produite par l'ouverture du cercle de gorge 
diminuera graduellement, jusqu'au moment oà le rayon lumi- 
neux touchera en même temps les deux cercles A qui forment 
la section méridienne de la figure 8. 

C'est alors que le cylindre formé par les rayons lumineux 
aura pour trace horizontale Tensemble des courbes dessinées 
sur la figure 5 , en prolongeant par la pensée chaque rayon 
jusqu'au plan horizontal de projection ^ car il est évident que 
lorsque le rayon himineux sera plus incliné que la tangente 
commune aux deux cercles A de la figure 8, aucun des rayons 
lumineux qui s'appuient sur la partie intérieure de la surface 
ne pourra plus passer, et chacun d'eux étant arrêté par la 
masse du corps ^ l'ombre de la ligne de séparation aura lieu 
tout entière sur le corps lui-même. 

Malgré cela j'engage le lecteur à construire les traces cor- 
respondantes aux inclinaisons diverses des rayons lumineux. 

On pourra également chercher comme exercices les points 
suivant lesquels les rayons qui sont arrêtes par la surface du 
corps, perceraient la paroi opposée de cette surface si ce 
corps était transparent ; il suffira , dans ce cas, d'opérer comme 
nous l'avons dit aux n®' 417 et 118. 

128. La discussion qui précède est fort utile en ce qu^elte 
familiarise avec les diverses transformations qui ont lieu dans 
la forme des ombres par suite des changements opérés dans la 
direction des rayons lumineux. 

C'est par des éludes de ce genre appliquées à un grand nom- 
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bre d'objets diflGérents qu'un artiste peut acquérir la science du 
coloris , qui ne consiste pas à mettre au hasard du blanc à c6të 
du noir pour produire des éclats de lumière souvent impos- 
sibles , mais à distribuer exactement le jour et les ombres sur 
toutes les parties du tableau. 



129. Dmuièoi^ étude enr la avrfae* annalair^. Le^ 

fig. 14 et 15, de la pi. 13, sont les deux projections de la 
moitié d'une surface annulaire coupée par le plan du méri- 
dien parallèle au plan vertical de projection. 

Les lignes de séparation extérieure et intérieure, ont été 
déterminées en opérant comme nous l'avons dit au n"* 114. 

L'inclinaison de la lumière est telle, qu'aucun rayon lumi- 
neux ne peut passer dans le vide qui a lieu vers le centre de 
la surface , ce qui produit la courbe d'ombre portée 1-10-9- 
2'.9-10 et 3. 

Cette ligne , intersection de la surface annulaire par les 
rayons lumineux qui s'appuyent sur la partie 1-2-3 de la 
courbe de séparation intérieure, peut être construite par la 
méthode indiquée aux n"^' 118 et 1 19. 

Ainsi, pour obtenir les points situés sur le cercle horizontal 
aa,a'a', fig. 14 et 15, on concevra les deux surfaces cylindri- 
ques formées par les rayons lumineux qui s'appuient sur le 
cercle a^a! et sur la ligne de séparation intérieure 1-2-3- 
5-6-7. 

On coupera ces deux cylindres par un plan horizontal P. 
flg. 14 ; on obtiendra par ce moyen, sur la fig. 15, la courbe 
Jl et 1(1 circonférence a" égale et parallèle au cercle horizontal 
0a' des fig. 14 et 15. 

Les points 10', suivant lesquels la courbe M est coupée 
par la circonférence a", détermineront les rayons lumineux 
i^ommuns aux deux cylindres. 
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On projettera les deux points 10' sur la trace verticale du 
plan P, fig. 14, et les projections verticales des rayons luiiii'* 
neux correspondants détermineront les points 10 sur la projec- 
tion verticale a' du cercle aa!\ les perpendiculaires abaissées 
par ces deux points, détermineront leurs projections horizon- 
tales sur les projections des rayons correspondants, et sur ia 
projection horizontale a du cercle aa'. 

L'opération précédente étant recommencée, on obtiendra 
autant de points que L'on voudra de la courbe d'ombre portée. 

On fera bien de construire les points 9,9 de cette courbe, 
qui sont situés sur le cercle de gorge. 

Si Ton veut déterminer le point 11 suivant lequel la courbe 
d'ombre portée touche le cercle méridien G' de la fig. 14 , on 
concevra le cylindre formé par les rayons lumineux qui s'ap-« 
puierait sur la circonférence de ce cercle. 

On coupera ce cylindre, et celui qui a pour directrice ia 
ligne de séparation 2-6 par le plan Pi parallèle an plan verti*- 
cal de projection, fig. 15. 

On obtiendra ainsi, fig. 14, la courbe N et la circonférence 
C égale et parallèle au cercle méridien C^ 

Le point 11', suivant lequel ces deux courbes se rencon- 
trent, déterminera le rayon qui s'appuye en même temps sur 
la ligne de séparation intérieure 2-6 et sur le cercle méridien 
C\ et le point 11 de ce cercle sera par conséquent Tombre 
portée sur cette circonférence, par le point correspondant de 
la ligne de séparation. 

Le point S' le plus bas de la courbe d'ombre portée, sera 
déterminé par le plan coupant, vertical P,. 

Ce plan qui contient le rayon SL, coupe la surface annulaire 
suivant un cercle méridien, dont on évitera facilement la 
projection elliptique par un rabattement autour de Taxe. 

La courbe 1-2-3 étant la seule partie de la ligne de sépara-^ 
tion (jui soit touchée par les rayons lumineux, il est évident 
que l'on peut se dispenser de construire toute la partie 8-7^ 
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6-5-4 et 3 qui est plongée dans l'ombre, mais l'épure actuelle 
étant une étude de principe, j'ai dû conserver, entièrement la 
courbe suivant laquelle la surface serait touchée par le cylin- 
dre parallèle au rayon lumineux, en supposant que le rayon 
liimineux générateur de ce cylindre peut traverser librement 
toutes les autres parties de la surface du corps. 

130. Tancrentes et pointa de tanerence. Nous aurons 
principalement pour but dans Tétude actuelle : 

1<» MMB De conslruire une tangente en un point quelcon- 
que de la ligne de séparation ; 

^o aiia. D^ déterminer les points suivant lesquels la ligne 
de séparation intérieure est touchée par le rayon lumineux. 

Nuus avons dit au n° 116, que ces points sont au nombre 
de quatre. 

En effet, il est évident qu'au point 2 de la fig. 15, la tan« 
gente à la courbe 1 -2-3 est horizontale, tandis que le rayon 
lumineux coupe la courbe et sa tangente suivant un angle 
droit. 

Mais, si Ton fait glisser le point 2 sur la courbe 2-6, en 
supposant que ce point entraîne avec lui la tangente et le 
rayon lumineux correspondant-, l'angle formé par ces lignes 
cessera d'être droit, puisque la tangente change de direction à 
chaque instant, tandis que le rayon lumineux reste toujours 
parallèle à lui-même : et lorsque Tangle que ces deux lignes 
font entre eux, sera réduit à zéro, ce rayon lumineux , se con* 
fondant avec la tangente, sera évidemment tangent à la courbe ; 
ce qui aura lien aux quatre points 1-3-5 et 7. 

Pour ne pas distraire le lecteur, je n'ai pas cru devoir indi- 
quer sur la pi. iSf l^s opérations nécessaires pour déter- 
miner irigoureusemeot les quatre points de tangences ti,v, 
met n. 

D'ailleurs, il n'est pas absolument utile, dans la pratique, 
que ces points soient déterminés avec une précision absolue. 
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Le dessinateur qui aura étudié sur la fig. 8, de la pi. 14 > 
les diverses variations de courbure produites dans la ligne de 
séparation par les inclinaisons plus ou moins grandes du rayon 
lumineux, saura toujours placer ces points avec une exacti- 
tude suffisante. 

Ensuite, si la courbe ^t construite avec beaucoup de soin, 
on pourra tracer suc les deux projections, des tangentes pa* 
rallèles aux rayons lumineux ; puis, après avoir déterminé les 
points de tangence, par l'un des moyens que j'ai donné dans 
le premier chapitre du deuxième livre de ma géométrie des-* 
criptive. On pourra considérer le résultat obtenu comme suffi- 
samment exact, si les deux projections de chaque point de 
tangence sont situées sur une même droite perpendiculaire à 
la ligne AZ {fig. 77 et 78, pi. 13). 

Le traité actuel étant particulièrement destiné aux dessi- 
nateurs, on peut donc se contenter de la solution qui 
précède. 

Cependant, pour ne rien laisser à désirer, au point de vue 
de la théorie, je vais indiquer les nioyens d'obtenir rigoureu- 
sement leà tangentes et les points de tangence à la ligne de sé- 
paration. 

Mais avant de résoudre ce problème, il faut nécessairement 
rappeler quelques principes dont la démonstration ne peut 
trouver place que dans les traités d'analyse. 

131. courbure des ligrnes, cercle osculateur, centre» 
et rayons de courbure. Si par un point A d'une courbe 
BAD (/î^. 1 , pi. 15) on conçoit une tangente AT, la droite AN 
perpendiculaire sur AT sera une normale. 

Tout point G pris à volonté sur la normale, pourra servir 
de centre à un cercle de rayon GA qui touchera la courbe BAD 
au point A. 

132. Il résulte de là, que par un point A d'une courbe 

8 
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donnëa» on peut faire passer une infinité de cercles tangents. 

Les uns sont situés entièrement du côté de la partie concave 
d^ la courbe \ mais d'autres passent entre la courbe BAD et sa 
tangente. 

Or, il est évident que parmi tous les cercles que Ton peut 
ainsi concevoir, il doit toujours en exister un qui est plus près 
de la courbe que tous les autres^ c'est ce qu'on appelle le 
cifeU osculaUur de la courbe au point A, 

Sur la fig. i , le cercle osculateur est tracé en ligne pleine, 
et sa surface est teintée en points, tapdis que les circonférences 
des cercles simplement tangents, sont indiquées en lignes 
ponctuées. 

Je dis simplement tangents, car il est évident que le cercle 
osculateur est plus que tangent. 

En effet, concevons, fig. 4, que la courbe BAD soit rencon* 
trée par un cercle de rayon AO. Ces deux courbes se coupe- 
ront suivant deux points A et A', que l'on nomme points de 
leelton. 

Si Toi^ fait tourner le cercle AO autour du point A , de 
manière à faire arriver le centre jusqu'au point 0', le second 
point de section se rapprochera du premier, et lorsque ces 
deux points seront réunis en un seul, le cercle sera tangent à la 
courbe, et le point qui résultera du rapprochement des deux 
points de sections, $çra un point de tangence ou point de con- 
tact du premier ordre. 

\\ ^t 4yi^i)t qi^ çe\^ t^e sij^ri^ pas pour produire ('os- 
eulation entre la courbe et le cercle , qui coïncident l'un 
avec r^utrf au poin^ de ItaAgence, mais qui s'éloignent aussitôt 
d'une manière sensible en deçà et au delà de ce point. 

Or, si nous supposons {fig. 3) qu'une circonférence de 
cercla p^sse ps^r tipois points A',A,A" pris très-près les uns des 
autres sur une courbe donnée BAD, la courbure de la courbe 
différera très-peu de celle du cercle, et si Ton suppose que les 
deux points A' et A" se rapprochent du point A; cela ne chan- 
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géra presque pas la courbure du cercle, qui ne diffërera plus 
de celle de la courbe lorsque les trois points seront réunis en 
un seul. 

Dans ce cas, le cercle sera otculateur et le point qui résulte 
du rapprochement des trois points À', À, À" sera un point 
d'oscttlation otf point de contact du deuxième ordre. 

133. Ainsi , le point de section A (fig. 2) ne contient qu'un 
seul point de la courbe CAB. 

Le point de tangence X(fig.i) provient du rapprochement 
des deux points de section A et A'. 

Et le point d'osculation A (fig. 1) contient trois points de la 
courbe BAD, puisqu'il résulte de la réunion du point de tan- 
gence A avec les deux points de section A' et A". 

Le point de section A {fig. 2) ne détermine pas la direction 
de la sécante qui peut devenir successivement A«, As', As". 

Tandis que le point de tangence A (fig. 4) détermine la di- 
rection de la tangente AT parce que, par deux points, on ne 
peut faire passer qu'une ligne droite , même lorsque ces deux 
points sont infiniment rapprochés. 

Quant au point d'osculation de deux courbes , il détermine, 
non-seulement leur tangente commun^, mais encore le plan 
qui contient les deux courbes si elles sont planes toutes les 
deux) ou, si elles sont à double courbure, l'arc de cercle tn- 
fitUment petit déterminé par les trois points infiniment rappro- 
chés qui forment le point d*osculation. 

Le plan de cet arc de cercle se nomme le plan d^oseu- 
laiion. 

134. Deux courbes (/I9. 12, 13, 19) seront évidemment 
osealatrioes en un point donné A, lorsque en ce point, elles 
$mtant le même cercle osoulateur -, de même que deux courbes 
sont taiie^ntes en un point, lorsque en ce point elles ont une 
umfstÉU commune. 
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135. Quoique les trois points qui déterminent Tosculation 
d'uoe courbe etd^un cercle soient infiniment rapprochés, ils 
conservent cependant la propriété de déterminer le centre et 
le rayon du cercle sur la circonférence duquel ils sont situés, 
de sorte que le rayon du cercle osculateur est en même temps 
le rayon de courbure de la courbe donnée au point d'oscoia- 
tion. 

1 36. Lorsque les propriétés géométriques de la courbe peu- 
vent être exprimées par Falgèbre , on obtient exactement le 
centre et le rayon de courbure , pour tel point que Ton vou- 
dra de la courbe donnée. Mais, dans beaucoup d'applications, 
on pourra se contenter de construire avec le compas le centre 
et le rayon du cercle qui passerait par trois points tels que 
A',AetA"(/îff. 3). 

137. On doit remarquer cependant que, si Ton prend les 
trois points trop près les uns des autres , les perpendiculaires 
au milieu des cordes AA' et AA'' se couperont trop oblique- 
ment , tandis qu'en prenant ces mêmes points trop loin , le 
cercle que Ton obtiendra différera beaucoup du cercle oscu- 
lateur. C'est ce qui arrivera surtout lorsque la courbure sera 
très-variable dans le voisinage du point d'osculation. 

Dans ce cas [fig, 6)., l'un des deux arcs AA' du cercle oscu- 
lateur sera en dehors, tandis que l'autre arc AA" sera en dedans 
de la courbe donnée BAD ; et Ton conçoit que cette relation 
doit encore se conserver lorsque les trois points sont infini- 
ment rapprochés. 

138. En général, ou peut dire que le cercle osculateur 
coupe toujours la courbe \ ainsi, par exemple, il est évident 
que les trois points A', A et A" de la figure 6 seront toujours 
trois.points de section, même lorsqu'ils seraient infiniment 
rapprochés, tandis que le point d'osculation du cercle AO et de 
la courbe l^SX>{pg. 1 ) provient de la réunion du point de tan- 
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gence A avec les deux points de section A' et A"^ et Ton conçoit 
que, dans ce dernier cas, les deux parties A'A et A A" de la 
courbe seront en dedans du cercle osculateur, même lorsque 
les trois points A\ A et A" seront infiniment rapprochés. 

Ainsi , lorsque la courbure sera symétrique en deçà et au 
delà du point d'osculation , on pourra considérer ce dernier 
point (/fjjf. i ) comme provenant de la réunion du point de 
tangence A avec les deux points de section A' et A"; tandis 
que, si la courbure en deçà du point d'osculation, diffère de la 
courbure au delà [fig, 6)< le point d'osculation sera produit 
par le rapprochement des trois points de section A\ A et A". 

139. Toutes les courbes qui , en un point donné A {fg. 12, 
13, 19), ont le même cercle osculateur, seront osculatrices les 
unes des autres \ car il est évident qu'au point d'osculation 
elles auront toutes la même courbure, qui sera exprimée par le 
rayon du cercle osculateur commun. 

Il existera donc une infinité de courbes osculatrices en un 
point d'une courbe donnée , et l'on pourra toujours choisir 
dans l'application, celle de ces courbes qui satisfait aux condi- 
tions les plus simples. Or, le cercle étant la plus simple de 
toutes les courbes, c'est ordinairement celle que l'on emploie 
de préférence. 

140. Cependant , le cercle osculateur n'est pas toujours la 
courbe qui s'approche le plus d'une autre courbe donnée ; en 
eflfet , si la courbure de Tare AA' (/!g. 12) diffère sensiblement 
de la courbure de AA" ; on conçoit qu'une ellipse dont la 
courbure varierait suivant la même loi dans le voisinage du 
point A, serait plus près de la courbe que le cercle osculateur. 
On concevra encore facilement que dans certains cas (/ïgf. 13^) 
ou la courbure diminuerait très-rapidement à partir du point A, 
un arc de parabole a ou d'hyperbole c satisferait encore mieux 
à la condition de coïncidence. 
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liais d'abord, la construction da Tune quelconqaa de cet 
courbes serait moins simple que celle du cercle ; ensuite , si 
Ton voulait obtenir le raycm de courbure, il faudrait toujours 
recourir au cercle osculateur de la courbe par laquelle on au- 
rait remplacé la courbe donnée : et comme le cercle osculateur 
est le même pour toutes les courbes osculatrices au point A, 
il est évident que l'emploi de ces courbes deviendrait sans 
objet* 

$1 pourtant (fig. 13) la courbe donnée était symétrique 
dans le voisinage du point d'osculation , par rapport à la 
normale qui contient ce point, il pourrait être utile d'em- 
ployer, comme courbe osculatrice, Tune des nombreuses el- 
lipses paraboles ou hyperboles qui auraient au point A le 
même rayon de courbure (139). 

141. courbure des liçnea du second deçré.— Para- 
mètre. Nous avons dit que le centre, et le rayon de courbure 
en un point d'une courbe donnée , dépendent des propriétés 
^ométriques de cette courbe, et, lorsque ces propriétés sont 
connues, on peut obtenir par le calcul le centre et le rayon 
du cercle osculateur, mais la nature de l'ouvrage actuel çt le 
but auquel il est destiné , ne permettent pas que nous donnions 
à cette question tous les développements dont elle est suscep- 
tible. 

11 suffit presque toujours, en effet, dans la plupart (3|es ^p* 
plications graphiques^ de consi^t^rer comme cercle oscula,teur 
(fig. 3) celui qui passe par trois poipts peu éloignés, et si 
Ton crpyait u^ile d'obtenir une plus grande exactitude, on 
trouverait dans les traités ^'algèbre appliquée , Texpre^çm 
des rayons de courbure des lignes définies géométriqu^menit. 

IHais les courbes du second degré offrent dans lea applica- 
tions un intérêt tellement exceptionnel, que je crois être. utile 
à quelques lecteurs, en énonçant les formules qui permettent 
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d6 construire dans tous les (iâs, te centre et le Myon de cour- 
bure pour un point prh à volonté sur une de ceà lignée. 

142. Paramètr». Dans toute courbe du second degré, le 
paramétre est la corde qui passe par le foyer et. qui est per- 
pendiculaire à l'axe principal 2a. 

Ainsi) la droite désignée pkv GH, sur les fig. f 6, 17 et IR, 
est le paramètre de rellipse, parabole ou hyperbole cofrespott- 
dan te. 

L'expression algébrique de cette cotde est tônjonrft 

Ad» 26' 

2a '^ a ' 

Ainsi, en exprimant le paramètre par p, on aura 

26* 
a 

143. On démontre par Talgèbre, que dans une courbe du 
second degré, le rayon de courbure AI au sommet A est tou- 
jours égal au demi-par amitre; donc en exprimant ce rayon 

P b' 
de courbure par r , on aura toujours r = GP = -^ = — , 

!Z a 

d'où résulte la proportion a : 6 :: 6 : r. 

L'expression qui précède convient évidemment pour l'el- 
lipse et pour rbyperbole, mais dans la parabole les valeurs dé 

6« 
a et de 6 étant infinies , Texpression — , quoiqu'elle soit 

a 

exacte, ne donnerait plus une idée suffisamment nette de la 
valeur du rayon de courbure au sommet. 

Or, on sait que dans toute parabole {fig. 17) leparamétre GH 
vaut quatre fois la distance AF du sommet au foyer, donc le 
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double de cette distance sera le demi-paramètre ou le rayon de 
courbure au sommet A de la parabole. 

Ainsi on aura r = Al = 2AF = GF = ~. 

z 

144. Normale. La normale, considérée comme exprimant 
une direction, est une droite infinie, menée par le point de 
tangeoce, et perpendiculairement à la tangente : mais, lorsque 
la normale exprime une longueur, elle n'est plus infinie et se 
compte depuis le point de tangence jusqu'à sa rencontre avec 
2a lorsquMl s'agit d'une courbe du second degré. 

Par conséquent, sur les figures 16, 17 et 18, la normale 
correspondante au point M sera MK, 

i4S. Rayon de conrbnre. On démontre en algèbre, que 
le rayon de courbure en un point quelconque d'une ligne du 
second degré est égal au cube de la normale divisé par le 
carré du demi-paramètre. 

Ainsi, en exprimant la normale par n, le demi-paramètre 

par ^ et le rayon de courbure par R, on aura ; 
A 



Or, nous avons dit plus haut (143) que le demi-paramitre 
est le rayon de courbure au sommet, et puisque nous avons 
exprimé ce rayon par r , on aura : 

-^ 

pour l'expression générale du rayon de courbure, en un point 
quelconque d'une ligne du second degré. 

La valeur de r étant une quantité constante, il s'ensuit que 
dans une ligne du second degré, le rayon de courbure est 
toujours proportionnel au cube delà normale, et l'on recon- 
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nattra facilement, que dans la parabole et dans l'hyper- 
bole, ce rayon augmentera depuis r jusqu'à Tinfini, à me- 
sure que le point d'osculation s^éloignera du sommet A de 
la courbe. 

146. Mais il n'en sera pas de même dans i*ellipse [fig, 16) , 
où le rayon de courbure atteindra sa valeur maximum, lorsque 
le point d'osculation sera parvenu à lextrémité B du petit 
axe 26. 

Or^ dans ce cas, la normale BO sera égale à 6, et le rayon 
de courbure que nous nommerons W deviendra : 





-:"■ 




Mais nous avons vu 


(143) que 




On aura donc : 






ïÙ 


b* b*a* 


a* 
T 



147. Ainsi, on aura pour l'ellipse (/f^. 16) : 

r =s lÂ étant le plus petit rayon de courbure , R = CM le 
rayon de courbure en un point quelconque M, et r' =: SB étant 
le plus grand rayon de courbure. 

Ainsi, dans l'ellipse, le rayon de courbure à l'extrémité de 

a est égal à—, et le rayon à l'extrémité de 6 est égal à t^-. 
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148. Pour la parabole et pour l'hyperbole on aura : 

6» II» 

a ' r* ' 



149. Gonstmctioii du rayon de courbure «n un point 
qaeloonqae d'une oonrbe dn seoond decrré. L'expression 

algébrique de ce rayon en un point quelconque étant — ^ , 



^ »*• n* n 

on aura R = — r- = X — . 

r* r r 



Or, si nous exprimons pour un moment — par x , nous 

aurons : 

n nx 

R=: XX = , 

ce qui revient à la construction des deux formules suivantes : 

»* nx 

X = -^; R = . 

r ' r 

D'après cela {Géomèirit ilimentairij 4^ Kvra)) on fèra^ 
fig. 16 : 

1® f^mÈ MD égal au demi-paramètre GF ; 

S*" «.^ MN ég^l à l9 a<^rmal!ei MK) 

3fippB0qi tracera PN; 

4* ^— i On construira NT perpendiculaire sur DN ; 

5» ^pw La droite TG, perpendiculaire siar NT, coupera la 
normale NG en un point G qui sera le centre du eercle oscaIa-> 
teur au point M. 
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^!fk effet, les deux triangles DMN, NMT, étant seml>lables, on 
aura la proportion : 

DM :mn :: MN : MT, 

d'où (143) r \ n :\ n \ MT, 

n* 
et par conséquent MT = — = x. 

Mais, la similitude des triangles DMM, TMC, ^unera 

DM : MN :: MT : MC, 

d'où r : n \: X : MC, 

lia? n II* n* . .^, 

et, par suite, MC = = — X =— -=:R.(145) 

Ainsi le cçyi^re C et le rayon de courbure CM seront déter- 
minés. 

iSQ. \^ cQqstr^ction qui précède convient, sans auçifoe 
ipodi^çi^tion, \ tQMt^ Içs courbes du second degré ; o'^st pourv 
quoi )es linémiçs lettres oAt étj$ employées sur les fig. 1Q, i7 
et 1& 

i51 . Si Ton voulait faire cette opération au sommet A de 
la courbe, il faudrait ae» rappeler que pour ce point la norQ[ia\e 
Al est égale au demi-paramètre GH, et, dans ce cas, on au- 
rait DM =MNi le triangle rectangle P^N deviendrait alors 
isocèle, et la construction sesait inutile, puisque Ton sait 
qu'au sommet le rayon de courbure r est égal au demi- 
Mrwnâitre- 

Il suffit donc, pour ce point, de î^vjd hX ==* QF. 
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182. L'opération du u* 149 étant appliquée au point B de 
l'ellipse, (ig. 16, déterminerait le plus grand rayon de cour- 
bure SB; mais on peut obtenir cette ligne d'une manière plus 
simple, en traçant : 

1* MHB La droite BF qui joint le point B avec le foyer: 
2* OMM 1^ droite FS perpendiculaire sur BF. 

On obtiendra, par ce moyen, le centre S et le rayon r' =SB 
du cercle osculateur au point B. 

En effet, le triangle BFS étant rectangle en F, on aura la 
proportion : % 

BO : BF :: BF : BS, 
ou 6 : a :: a : BS; 



d'où BS = — = r' •(147). 



153. Dans les opérations qui précèdent, nous avons pris, 
pour demi-paramètre y la moitié de la corde GH perpendicu- 
laire à Taxe 2a et passant par le foyer. 

Gela fait dépendre le demi-paramètre de l'exactitude avec 
laquelle la courbe aurait été tracée, mais on peut obtenir fa- 
cilement le demi-paramètre sans tracer la courbe ; en effet, si 
nous construisons la droite OU perpendiculaire sur BF, le 
triangle BOF étant rectangle en 0, on aura la proportion : 

BF : BO :: BO : BU, 

d'où a : b :: b : BU, 

(« p 
et par conséquent BU = — = 3- = r (143). 

154. Pour la parabole, on sait que le demi-paramètre est 
égal à deux fois AF (143). 
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155. Et dans Thyperbole^ fig. 19, on tracera Bl perpendi- 
culaire à Tasymptote, ce qui donnera la proportion : 

OA : AB :: AB : Al, 

d'où a : 6 :: 6 : AL 

et par conséquent AI = — == ^ = r (143). 

156. On peut, par une opération extrêmement simple, 
obtenir en même temps le plus petit et le plus grand rayon 
de courbure d^une ellipse \ pour cela, fig. !20, on tracera : 

1*^ WÊmm Les droites AE et BE perpendiculaires aux extré- 
mités des axes principaux *, 

^ mm— La corde AB ; 

'i"" BHM La droite ES, perpendiculaire sur AB, coupera les 
deux axes de Tellipse aux points I et S qui seront les centres 
du plus petit et du plus grand cercle osculateur. 

En effet, les triangles BEA, EAl seront semblables et doime^ 
fait la proportion : 

BE: EA :: EA : ai, 

d'où a : 6 :: b : Al, 

6* p 
et par conséquent Al = — = -5^ = ** (Mo) . 

Mais les deux triangles semblables BEA, EBS donneront 

c«A • £B •• EB « BS, 

d'où 5 : a :: a : BS, 

a* 
et par conséquent BS = -^ = r' (147). 
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157. DéToloppèe de ralllpte. L'opération dan"" 149 étant 
répétée pour un certain nombre de points pris à volonté sur le 
quart d*ellipse BMM'A {fig, 21), on obtiendra les centres et les 
rayons de courbures correspondants , ce qui déterminera la 
courbe IC'CS pour la développée de AM'MB, et si Ton opère 
de la même manière pour les trois autres quarts de Tellipse, on 
obtiendra la courbe SlS'l' qui forme la développée complète de 
Tellipse. 

Pour mieux faire sentir la forme de cette courbe, j'ai in- 
diqué par une teinte de points tout l'espace dont elle forme 
le contour. 

188. On remarquera que cette coutbe contient quatre points 
de rebroussements, qui sont les centres de courbures princi- 
paux de l'ellipse. 

Tout point pris à volonté sur Tune des quatre courbes SI ^ 
tS', SY, l'S sera le centre de courbure correspondant à un 
point de Tellipse, de sorte qu'en prenant pour centres un 
certain nombre de ces points, on pourra tracer avecfe compas 
une courbe qui différera aussi peu que Ton voudra de TeUipse 
demandée. 

159. La courbe SlS'l' peut encore servir pour construire 
des normales à l'ellipse , par un point pris où Ton voudra 
dans son plan. 

' Ainsi , par le point V situé dans Tintérieur de l'espace limité 
par la courbe. SlS'l', on pourra construire quatre normales , 
savoir : 

UN tàÉlgedielà;Iacéu^bé ST 

U'N' — — SI 

0"IS'" — _ SI' 

U'"N'" ■— _ SI' 

Deux de ces normales sont tangentes à l'arc SI', situé comme 
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le point V dans Tangla droit BOA', formé par les deux diamè- 
tres principaux de l'ellipse, tandis qu'aucune des quatre 
normales n'est tangente à Tare 1S\ situé dans l'angle droit op* 
posé AOB'. 

Si le point V coïncidait avec le centre de l'ellipse, les 
quatre normales se confondraient avec les axes AA' et B'B; et 
81 le point V était situé sur l'un de ces axes, deux seulement 
des normales se confondraient avec cet axe , et les deux autres 
normales seraient placées symétriquement par rapport aux 
premières. 

Si le point V appartenait à l'un des arcs de la développée 
SIS'l', les deux normales tangentes à cet arc se réduiraient à 
une seule, et l'on n'obtiendrait dans ce cas, que trois nor- 
males à l'ellipse. 

Enfin , par Vun des quatre points de rebraussementa, ou 
par tout autre point pris où Ton voudra en dehors de la cQurbe 
SIS'l', on ne pourra construira qut$ deux noruuiles^ 

160. Courbe oscnlatriee dn second de^^ré. Lorsque 
l'on connaît le rayon de courbure en un point A d'une courbe 
quelconque BAD (/!;. 13) , il est focilé de trouver une ellipse, 
parabole ou hyperbole osculatricé. 

En effet, connaissant le rayon Al du cercle osculateur, on 
sait qtié l'on doit avoir 

V 
Al = r = -- = demî-parapMtre. 

Cl 

Or l'équation — 3= f étant indéterminée , il est évident que 

Ton i^ut choisir à volonté l'une des valeurs a ou 6; d'qù il 
réisul^ quil ; a une infinité dhalftpées ou (fhyperboles oscu- 
latrices au point A de le; courbe BAD. 
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Si l'on se donne la valeur de 6, on aura ar = 6* ; d*où 

a = — , ce qui revient à construire le quatrième terme de la 

proportion r : 6 :: fr : a. 

Si, au contraire, on prend à volonté la valeur de a, on 

aura 6* = ar^ d'où 6 = \/ar , et , dans ce cas , 6 sera une 
moyenne proportionnelle entre le rayon de courbure r qui 
est connu et la valeur que l'on a choisie pour a. 

i61. Ellipse oscnlatrioe. Supposons, par exemple» qu'au 
point A de la figure i3 on veijt construire Pellipse oscula* 
trice dont le centre serait situé en sur la normale du 
point A : on fera( Al' = Al = r ; on décrira la demi-circon- 
ference IB'O, et la droite AB', moyenne proportionnelle entre 
.Ai' = f et AO = a, sera la valeur de 6, que Ton portera 
sur OB, 

Il ne restera donc plus qu'à décrire l'ellipse demandée. 

162. Hyperbole oscnlatrice. Supposons actuellement 
qu'au point A de la courbe BAD (/îj. 19) on veut construire 
une hyperbole osculatrice. 

Le rayon de courbure Al étant supposé connu, on pourra 
choisir à volonté le centre G de Thyperbole ; puis on décrira 
sur 01, comme diamètre, une demi-circonférence OBI, et la 
droite AB, moyenne proportionnelle entre lA=f et AO^^a, 
sera l'axe imaginaire de l'hyperbole demandée qui aura par 
conséquent pour asymptotes les deux droites OK et OH. 
Et puisque l'on connaît le sommet A de cette courbe, il sera 
facile de la construire. 



163. Parabole oscnlatrioe. Si dans la formule — == r, 
on suppose que l'une de ces deux lignes soit infinie , la seconde 
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le s<)ra également , et la courbe osculatrice sera une parabole, 

V p 

ce qui ne doit pas changer le rapport — =rr= — . Sans quoi 

a 2 

la parabole ne serait pas osculatrice du cercle de rayon Al , 

ni par conséquent de la courbe donnée (148). 

Maïs, dans ce cas , on n*a pas besoin de connaître les valeurs 
de 6 et de a, puisque dans toute parabole {fig. 17), la dis- 
tance AF vaut le quart du paramètre ^ et par conséquent la 
m(Âiié de Al. . 

La distance AF du sommet au foyer étant connu , il sera 
facile de tracer la directrice et de construire la parabole oscu- 
latrice, qui, par conséquent, sera déterminée lorsque Ton con- 
nattra le rayon de courbure Al au point A de la courbe donnée. 

164. Ainsi toutes les ellipses paraboles ou hyperboles dont 
le paramètre sera 2AI » 2r, seront osculatrices les unes des 
autres au point A de la courbe donnée. 

On peut considérer toutes ces courbes comme les transfor- 
mations successives du cercle osculateur, qui devient d'abord 
une ellipse dont le grand axe s'allonge à mesure que le centre 
s'éloigne du point A (fig. 13). 

Lorsque le centre arrive à l'infini , la courbe devient une 
parabole a , puis le centre passant brusquement à l'infini né- 
gatif, la courbe devient une hyperbole c, dont les asymptotes 
s'écartent Tune de l'autre à mesure que le centre se rapproche 
du point A. Pendant ces transformations diverses , le para- 
mètre 2A1 , égal au diamètre du cercle osculateur, passe tou- 
jours par le foyer qui se meut sur la droite Al en s'appro- 
chant du point A. 

La courbe osculatrice devient une parabole au moment où 
le foyer F arrive au milieu de la droite AL 

Cette parabole, qui est la plus allongée de toutes les 
ellipses, dont le paramètre est égal à 2AI, se transforme immé- 
diatement en rhyperbole dont le centre est à l'infini négatif 

9 
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ei dont les asymptotes font entre elles un angle égal à zéro. 

Ces asymptotes, d*abord parallèles entre elles et infiniment 
éloignp^es Tune de l'autre , ne touchent la parabole qu'à Tin- 
fini ; mais aussitôt que le centre G et le foyer F {fig. 19) se 
rapprochent du point A, l'angle des asymptotes devient plus 
ouvert, et cet angle serait «gai à 180" si la distance OA était 
réduite à ^éro. 

Dans ce cas, l'hyperbole Qsculatrice et les asymptotes se 

confondraient avec la droite AT, qui touche au point A la 

courbe BAI). 

ft* a* 

165. Slaulieudelaformule— = r on prenait r-=r' (147), 

et que Ton choisit à volonté la valeur de a ou celle de fr, on 
aurait une suite d'ellipses dont Taxe 26 coïnciderait avec la nor- 
male du point A {fig. 13). Ces ellipses, oseulatrices du cercle 
de rayon Al , et par conséquent oseulatrices au point A de 
la courbe donnée, diminueraient de grandeur à mesure que 
Ton prendrait pour a ou b des valeurs plus petites, et devien- 
draient infiniment petites si les valeurs de a et de b étaient 
réduites à xéro, ce qui n'empêcherait pas l'osculation d'exister, 
puisque cette condition dépend du rapport des quantités a 
et b et non de leurs grandeurs. 

Ainsi, en un point quelconque d'une courbe donnée on 
peut conalruire une infinité d'ellipses et d'hyperboles oscula- 
trioes; mais on ne peut construire qu'une seule parabole, 
œtle dernière oourbe étant toujours déterminée lorsque l'on 
oonnalt son paramètre* 

On doit enfiore remarquer que, pour résoudre le problème 
précédent , il faut connaître le rayon Al du cercle oscula- 
teur au poiai A de la courbe donnée ; mais il arrive très- 
souvent que ce rayon est connu. 



166. convbon des sorfàCM. Si par un point M d'une 
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surface eourbe S (fig. 5), on conçoit un plan tangent , on sait 
que la droite MN perpendiculaire à ce plan tangent sera une 
normale. 

Tous les plans, tels que P Pi ou P,, qui contiendront la nor- 
male seront des plans normaux , et les diverses sections de 
la surface par ces plans seront des sections normales; ces 
courbes sont les lignée dé courbure de la surbce. 

Or, à l'exception de quelques surfaces particulières, et pour 
quelques points singuliers de ces surfaces, les lignes de cour- 
bure passant par un point donné ne sont pas égales entre elles. 

La courbure de chacune de ces lignes dépend de la diroc- 
lîon du plan normal qui la contient, et si l'on considère les 
plans P t\ et P, comme les différentes positions d'un plan mo- 
bile que Ton ferait tourner autour de la normale MN, les 
rayons de courbure des sections diverses que Ton obtiendra 
(Rangeront de grandeur, sans toutefois sortir de certaines li- 
mites que l'on peut déterminer par le calcul lorsque l'on co»- 
natt les propriétés géométriques de la surface donnée. 

167. Les rayons de courbures des sectioûsde la sur&oe S 
par les plans normaux , n'étant pas égaux entre eux , on con- 
çoit qu'il doit y avoir un de ces rayons phÂS grand et un plus 
pelit que tous les autres. > 

Le premier est le rayon maximum^ et correspond à la plus 
petite courbure ; tandis que le rayon minimum appartient à 
la section qui a la plus grande courbure. 

1<68. On démontre en algèbre , que, dams toute cspése de 
surfaces^ h jAan normal qui eontieni la seetion de plus 
petite eourhure e^ toujours perpendiculaire au pbm de la 
seetion de plus grande courbure. 

469. Tous les rayons de courbure coïncident avec la nor 
maie ou avec son prolongement. 
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Or, si les rayons de courbure sont tous situés d'un même 
côté par rapport au plan tangent, comme cela aurait lieu 
pour l'exemple représenté figure 5 , on dit que la surface est 
convexe; mais, il y a des surfaces pour lesquelles les rayons 
de courbure n'ont pas tous la même direction. 

Ainsi, par exemple, si l'on coupe la surface projetée figure 8 
par un certain nombre de plans contenant la normale KN, on 
obtiendra des sections dont le centre de courbure seront sur 
la partie BN de la normale, tandis que pour d'autres direc- 
tions du plan coupant, les centres de courbure seront situés 
sur BK. 

11 en serait de même pour les lignes de courbures que 
l'on obtiendrait en coupant, par des plans normaux, la 
partie de surfiice annulaire engendrée par le demi-cercle CC 

(/Iff- 23). 

Dans ce cas, les rayons de courbure de la surface n'ont 
plus pour limites un rayon maximum et un rayon minimum ; 
mais, tous ces rayons forment deux séries, comprise la pre- 
mière entre un minimum positif ei Vinfini positifs et la se- 
conde entre rinfini négatif ei un minim%xm négatif. 

170. Pour mieux faire comprendre ce que nous venons de 
dire, étudions d'abord ce qui a lieu dans les lignes courbes, 
et prenons pour exemple l'ellipse qui est représentée sur la 
figure 21 . 

Il est évident que tous les rayons de courbure tangents à la 
développée IS' seront compris entre le rayon minimum lA et 
le rayon maximum S'B, et lorsqu'après avoir dépassé le point 
B de l'arc AB la courbure devient {dus sensible, la développée 
correspondante devient S'i' ; le point de rebroussement S' est 
le centre de courbure correspondant au point B, et les rayons 
de courbures diminuent de nouveau jusqu'au point 1' au 
delà duquel ils recommenceront à augmenter, et ainsi de 
suit^. 
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17i. Ainsi, toutes les fois que le rayo» de courbure de-- 
viendra un minimum lA, I V, ou un maximum S'B, SB!, la, 
développée aura un point de rebroussement. 

Sur les figures 21 et 22, les centres de courbure sont tou- 
jours situés du même cAté de la courbe , c'est-àrdire que si 
Ton parcourait cette iigne en suivant la direction indiquée 
par la Oèche, la concavité de la courbe, et par conséquent les 
f!entres de courbures seraient toujours situés à gaucbe du 
chemin parcouru. 

On dit alors que la courbe dont il s'agit est CMVtxe. 

172. Lorsque la courbe n'est pas convexe, ou en d'autres 
termes lorsqu'elle a un point d'inflexion, comme on le voit 
par l'exemple représenté {fig. 25), les choses se passent d'une 
manière entièrement différente. 

ICn effet , si nous parcourons la courbe en suivant la direc- 
tion indiquée par la flèche , et si nous considérons comme 
f>ositifs, les rayons de courbure correspondants aux dif- 
férents points de l'arc NCA, il est évident qu'à partir du 
minimum possitif Cl , les rayons de courbure augmentent 
toujours jusqu'à l'infini positif, que nous compterons dans la 
direction de AX \ puis le rayon de courbure se renverse brus- 
quement et passe sans intermédiuire de Tinfini positif, à Tin- 
flni négatif AX', pour diminuer ensuite jusqu'au minimum 
négatif Cl'. 

i73. Ainsi dans une courbe convexe (fig. 22) , le rayon de 
courbure peut passer par tous les états de grandeur, en aug-* 
mentant même jusqu^à l'iofini , auquel il peut atteindre au-*- 
tant de fois que la courbure cessera d'exister, sans cesser 
d'être positif, ou ce qui est la même chose sans passer d'un 
côté à l'autre de la courbe , tandis que dans une courbe non 
convexe (fig, 25), le rayon de courbure passe sans transi- 
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tioD de riofinî positif à Tinfini négatif, toutes \e& fois qfue le 
poiiil correaiKNadaoi de la courbe est un point d'inflexion A. 

i74. Ce que nous venons de dire pour les différents points 
d'une courba doit s'eAtendre également pour un point qui 
appartiendrait à plusieurs courbes différentes. 

Ainsi , lorsqu'on coupe une surface par une suite de piana 
P Pi P« contenant une n<>rniale cooiraune^ tous les myons de 
courbure coïncident avec cette normale {fig. K). 

Mais iiv est évident que , si toutea les lignes de section aai 
leur concavité tournée du même côté de la normale, tous 
les rayons seront de même signe et la surface sera convexe. 
Et si toutes les sections n'ont pas leur concavité tournée du 
même côté de la normaTe : il y aura des rayotis de courbure 
positifs , tandis que d'autres seront négatife , et la surface ne 
sera pas convexe; c'est ce qui arrive pour un grand nombre de 
surfaces. 

Ainsi , par exemple , si Toii coupe la surface représentée 
sur la figure 8, par le plan niéridien qui contient le point B, 
la ligne de section IBF aura sa concavité tournée en dehors 
de la surface principale , et le rayon de courbure correspon- 
dant sera BM; tandis que si la même surface était coupée aa 
même point B par un plan P perpendiculaire au méridien 
A IF, on obtiendrait évidemment une section dont la con- 
cavité serait tournée du côté de Taxe, et Ton éail dans ce cas 
que le rayon du cercle osculateur serait égal à la partie BK de 
la normale. 

Or, il est évideut que si Ton fait tourner le plan P autour 
de la normale MK, la courbe de section dont la concavité est 
actuellement tournée du côté de Taxé, perdra peu à peu de 
sa courbure dans le voisinage du point R; puis, il viendra 
un montent où: la courbure dans le voisinage de ce point se 
manifestera en sens contraire , c'est*è*dire que la concavité 
se tournera vers Textécieur de la surface, et la comtbure dimi- 
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nuant graduellement ^ finira par se confondre avec ceilè du 
cercle QH, qui est osculateur de la courbe ivéridietme du 
point B. 

175. Pour mieux faire eomprendre ioee variatiens de cour- 
bure, j'ai projeté {fig. 23) les diiSerentes courbes qui ré« 
sulteraient de la section de la surface annulaire, par les 
diverses positions d'un plan qûè Ton ferait tourner autour 
de la normale ON^ perpendiculaire au plan v.ertical de pro- 
jection. Si nous supposons que le plan coupant prend les 
positions indiquées successivement de 1 à 9, la première 
section sera projetée sur le plan horizontal, par la droite 
NN , tandis que la neuvième se composera du plus grand et 
du plus petit parallèle de la surface. 

Les parties vues des différentes courbes de fsections sont 
tracées en lignes pleines , et les parties cachées de ces mêmes 
courbes sont désignées par des points ronds. 

Pour éviter la confusion, j'ai placé une teinte de points 
sur chacune des sections par les pians 3 et 6, 

176. La première de ces deux sections est très-remarquable, 
parce que pour cette ligne , le rayon de courbure au point U 
est infini , de sorte que pour ce point, le cercle osculàteur est 
remplacé par la tangente TT, avec laquelle la courbe se con- 
fond dans le voisinage du point U. 

Nous verrons plus tard comment on peut déterminer la 
position du plan N'-3. 

177. Pour les sections par les plans compris entre N'-l et 
N'-S, la concavité de la courbe au point Ù est tournée vers 
le point N, tandis que pour les sections par les plans compris 
entre N'-3 et IN'-9, la courbure au point U tourne sa concavité 
du cUé de l'axe, ainsi qu'on peut le voir par la figure 24, qui 
représente la section ,par le plan N -4. ^ 
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178. On pourra remarquer encore que la section par le 
plan N'-5 se compose de deux circonférences , qui ont pour 
diamètre la somme UU + UN des diamètres du cercle de 
gorge et du cercle C, méridien de la surface. 

Cette section est projetée sur la figure par deux ellipses qui 
se coupent dans le plan AA du méridien principal. 



179. snrfaoes oacnlatrioes. Nous avons dit, aux n*" 139 
et 140, qu'il existait toujours une infinité de courbes oscula- 
trices en un point quelconque d'une courbe donnée , et nous 
avons reconnu que le cercle avait sur touteà ces courbes 
l'avantage d'exprimer la courbure dans le voisinage du point ' 
d'osculation. 

Or, il semblerait assez naturel de rechercher si la sphère 
ne pourrait pas remplir, à Tégard des surfaces courbes , la 
même fonction que le cercle à l'égard des lignes : mais, on 
reconnaîtra de suite que la sphère ne peut pas satisfaire à la 
condition que nous venons d'énoncer, parce que sa courbure 
est uniforme autour de chacun de ses points , ce qui n'a pas 
lieu pour un point pris à volonté sur une surface courbe 
quelconque. 

Il est vrai, que si au point B de la figure 8, on conçoit 
un plan P| tangent à la surface, toute sphère D qui aura son 
centre sur la normale BN ou sur son prolongement BK, et 
qui toucherait le plan tangent au point B, sera également 
tangente à la surface ABË. Mais, je le répète, il n'y aura 
pas là osculation , parce que la courbuie de la surface autour 
du point B n'est pas la même dans toutes les directions. 

180. Dans les surfaces de révolutions qui se terminent 
par une espèce de calotte, comme celle qui a lieu au point A 
lie la même figure, il existe une sphère osculatrice G qui 
a son centre sur Taxe^de la surface, et dont le rayon est égal 
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à celui do cercle osculateur de Tare zv; mais cela n'est qu'une 
exception qui n'a lieu qu'au point Â , et qui provient de ce 
qu'en ce point, la section méridienne fait un angle droit 
avec Taxe de la surfece; et Ton conçoit que pour tout autre 
point, la sphère ne conviendra plus. 

Cherchons donc , après la sphère , quelles sont les surfaces 
qui pourraient satisfaire aux conditions demandées. 

181 . On donne le nom de surfaces du second degré à celles 
dont la section par un plan est toujours une courbe du second 
degré. 

On sait qu'il n'existe que cinq espèces de surfaces du se- 
cond degré , savoir : 
1* mmm LelUpsoidê ; 
2* MMi Lhyperboldide à une nappe ; 
3** mamm Lhyperbolaide à deux nappes ; 
A"" ■»■ Le paraboloUe elliptique ; 
5* ■»■ Le paraboloide hyperbolique. 

182. Les deux premières de ces cinq surfaces conviennent 
parfaitement pour le but que nous nous proposons ici. 

En effet, concevons (fig. 5) un ellipsoïde dont les trois axes 
ou diamètres principaux seraient 20V=2a^ 20U=26; 
20M=2c. 

Ce dernier axe aboutissant au point M, par lequel on peut 
toujours concevoir deux droites tangentes, l'une à l'ellipse MV 
et l'autre à l'ellipse MU, situés dans les plans P et P, perpendi- 
culaires l'un à l'autre. 

183. 11 résulte de ce que nous avons dit. au numéro 146, 

. a» 

que le rayon de courbure au point M de l'ellipse MV serait —, 

c 

tandis que le rayon de courbure au môme point de l'ellipse MU 
serait — ^ or, en exprimant par r le rayon de courbure de la 
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section que Ton obtient en coupant la surfoce oouibe S par le 
plan P et par r* le rayon de courbure de ta secUoa par le 
plan P| , il faudra , si Ton veut que rellipsoïde et la surface S 
aient les mêmes rayons da cimTbuft priticij^auo?, que Ton ait 
les deux équations 

c ~~ c '^ ' 

Maiâ on sait que lor^^'\Jin eUipsotdt et une mr face tourbe 
quelconque ont pour un point commun M les mêmes rayons de 
courbure principaiu: , toutes les lignes de courbure de la 
première surface sont osculûtrices des lignes correspondantes 
de Vautre. Il s'ensuit, qu'en un point quekonque M d'une sur- 
face courbe, on peut toujours obtenir un ellipsoïde osoulateur. 

De plus , les deux équations énoncées pins haut conte- 
nant trois inconnues a, fr, c, là question reste indétermiuëe; 
de sorte qu'il existe une lilifinité d'ellipsoïdes qui satisftoflt aux 
conditions du problème. 

Or, puisque Ton peut disposer à volonté de Tune des trois 
inconnues a, 6, c, on pourra faire c^^a, et, dans ce cas, au lieu 
d'un ellipsoïde à trois axes, on aura {fig. 7) un etlipsoide de ré- 
volution dont l'axe a , rayon du plus grand parallèle , sera le 
rayon de courbure de Ta section de la surface par le plan P 

(fig. S), tandis que l'axe ft=»\ /or' sera une moyeane 

proportionnelle entre le premier rayon r = a et le rayon f' 
de la section par le plan P, perpendiculaire au premier. 

Il ne faut pas oublier que les plans P et P, sont perpendicu-' 
laires entre eux et doivent contenir les sections principales, 
c'est-à-dire les sections de plus grande et de plus petite 
courbure au point M (168). 

184. Si l'on veut appliquer les principes précédents à une 
surface de révolution, il faut admettre ce qui est démontré en 
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algèbre^ que dans touta àurface de cetie espèce, les rayons d^î 
courbure principaux en uu point quelconque, sont : 

l"" Le rayon qui exprime la oourbUre du méridien à l'en- 
droit où est $itué le point donné. 

â"" La partie de normale comprise entre ce même point et 
Va^e de la surface, 

185. Ainsi, pour Tellipsoïde de révolution osculateur au 
point mm' de la figure 8, la section par le méridien Âm'B 
sera le cercle osculateur indiqué sur la projection verticaie 
par une teinte de points, et Taxe 6 de Tellipsoïde s'obtiendra 
en construisant oti«, moyenne proportionnelle entre le pre- 
mier rayoti de courbure oe:=zo'e' =:om* =r ^ a et le second 
rayon de courbure ood" satm^x" =zm"ccf = m'x^r' qui est égal, 

^ comme nous l'avons dit plus haut, à la partie xm' de la nor- 
male du point m^ (184). 

186. Si la surface donnée n'était point convexe ou, en 
d*dutres termes , si les rayons de courbure correspondant au 
point donné étaient de signes différents, on ne pourrait 
plus obtenir un ellipsoïde pour surface osculatrice. Mais on 
pourrait employer avec avantage un hyperboloïde réglé à 
trois axes ou plus simplement encore en faisant cz=i a ^ 
comme précédemment, un hyperboloïde de révolution. Dans 

ce cas, le premier rayon de courbure r=s— serait r^=a et 

le deuxième rayon r' = deviendrait successivement 

— 1^= - puis lf^= — ar' et & = [/ — a/, ce qui donne ^/ar^ 
a 

pour la valeur absolue du demi-axe imaginaire ou non trans- 
verse de l'hyperboloïde de«kandé. 

Ainsi, pour rhyperboloïde de révolution osculateur, au point 
nti! de, la figure 8, la section par le plan méridien \n"nl sera le 
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cercle de gorge ou collier de rayon cV indiqué sur la figure par 
une teinte de points, et Taxe imaginaire ou non transverse eu, 
s'obtiendra en construisant n'"t), moyenne proportionnelle 
entre le premier rayon de courbure cn"'=c'n" = c'n'=r=aet 
le second rayon de courbure n'VsBsnV^n'if égal à la partie 
n's de la normale du point n' (184). 



187. Théorème. On sait que ia courbe suivant laquellt 
un cylindre enveloppe une surface du second degré est tou- 
jours plane. 

D'après cela, supposons (fig, 1 1 ) que Tellipsoïde E soit en- 
veloppé par une surface cylindrique, dont deux génératrices 
AB, CD, seraient parallèles au diamètre MN de la section par le 
plan ABCD qui contient les deux points de tangence K et l>le 
diamètre Kl sera le conjugué dp MN. 

Or, si l'on fait mouvoir le plan ABCD parallèlement à lui- 
même, on obtiendra une suite de sections elliptiques sem- 
blables et parallèles à l'ellipse MILNI ; le diamètre MN parallèle 
au cylindre enveloppant sera toujours Le conjugué du dia- 
mètre Kl qui s'appuie sur l'ellipse O'KSI, et lorsque le plan 
mobile ABCD sera devenu tangent au point 0', la droite KL 
sera remplacée par K'i' tangente à la courbe O'KSl , le dia- 
mètre MN deviendra M'iN', et sera Tune des génératrices du 
cylindre enveloppant. 

188. Qe que nous venons de dire pour un ellipsoïde^ est 
également vrai pour une surface quelconque du deuxième de- 
gré. Ainsi, par exemple, si nous concevons Thyperboloîde à 
une nappe H de la figure 29 enveloppé par une surface cylin- 
drique dont M'N' serait une génératrice, et si par le point O'^de 
la courbe de contact ZR^ ou conçoit une tangente K'i', ces 
deux lignes seront toujours parallèles à deux diamètres con- 
jugués MN et Kl de la section hyperbolique que l'on obtien- 
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drait en coupant la surface par un plan KNIM parallèle au plan 
tangent qui contient les deux droites M'N' et K'i'. 

189, En général, $i par un point de la courbe plane sui- 
vant laquelle une surface quelconque du deuxième degri^ est 
touchée par une surface cylindrique, on conçoit la généra- 
trice du cylindre enveloppant, et la tangente à la courbe de 
contact^ ces deux lignes détermineront un plan tangent , et 
seront toujours parallèles à deux diamètres -conjugués de la 
section que Ion obtiendrait^ en coupant la surface par un 
plan parallèle au plan tangent. 



1 90. Tauff^i^tM aux li^nM de séparation sur la surface 

dn tore/ Le théorème qui précède va nous fournir le moyen 
de construire une tangente en un point quelconque de la 
ligne suivant laquelle une surface de révolution est touchée 
par une surface cylindrique dont la direction est connue. 

Supposons, par exemple, que nous voulons obtenir au point 
mm' des figures 14 et 15 une tangente à la courbe suivant la- 
quelle le tore est touché extérieurement par le cylindre des 
rayons lumineux , il est évident que le point de tangence étant 
connu , il ne reste plu^ qu'à déterminer la direction de la 
tangente. 

Pour y parvenir, on pourra opérer de la manière suivante : 

1* aiMB On construira Tellipsoïde de révolution osculateur 
du tore au point donné mm' (185). 

2^ MMiOn fera dans cet ellipsoïde une section parallèle au 
plan qui touche les deux surfaces en leur point d'osculation mm'. 

3^ MMi On construira celui des diamètres de la section ob- 
tenue, qui est parallèle au rayon lumineux, et le conjugué de 
ce diamètre sera parallèle à la tangente demandée (189). 

^o ^^^^^^^^ Il ^^^ facile alors de construire la tangente, puis- 
que Ton connaîtra sa direction , et le point de tangence. 
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Il ne reste plus qn*^ expliquer les opérations graphiques 
nécessaires pour obtenir le résultat. 

191 . ispnre. Ka première chose à faire pour exécuter une 
épure composée, est toujours de rapporter les données aux 
plans de projections les plus favorables. 

C'est pourquoi dnns le cas actuel , nous ramènerons d'a- 
bord le point donné de mni en m"n(l^^ dans le plan du mé- 
ridien principal. 

Les deux projections du point mrri seront alors m" et m'", 
et la trace verticale du plan tangent P sera parallèle à la droite 
S"L', qui est la projection du rayon lumineux SL, S'L' sur le 
méridien Lm rabattu en Lm" (115). 

Or, le tore étant une surface de révolution , nous savons (184) 
qu'au point m'W" et par conséquent au point mnJ fes deux 
rayons de courbure principaux sont : 1* le rayon «/m"' de la 
section méridienne ; ^ la partie nJ"x de la normale, comprise 
entre l'axe de la surface et le point donné mw! rabattu en m'", 
de sorte que Tellipsoïde osculateur aurait pour projectiocf hori- 
zontale une ellipse dont le demi-axe a serait égal au rayon de 
courbure r==oW" et le demi-axe 6 serait une moyenne pro- 
portionnelle entre les deux rayons de cburbure o^ni^ et xr!^x. 

Pour construire cette moyenne proportionnelle, on a fait 
tourner la droite ml^x autour de l'horizontale projetante da 
point oo' jusqu'à ce qu'elle soit venue se placer dans h posi- 
tion verticale m'^x' ; puis , Tare de cercle txfoi'^ étâfat éMcrit da 
point mT comme centre avec le rayon m*V égal à fn!''x on a 
obtenu sur la figure 15 5 ox'"=m^''af'=^m?^af égataru rayon 
de courbure m'"x» Puis la droite oe étant égale au rayon cfwl" 
on a décrit la demi-circonférence a/"U6, de sorte que la droite 
oU moyenne proportionnelle entre les deux segments oe, os!" 
du diamètre ex"', est alors le demi axe 6 de l'ellipsoïde oscu- 
lateur au point m"m"\ et par conséquent au point mm' (18S). 

Pour éviter la confusion, on n'a pas construit la projectioa 
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horizontale de cet ellipsoïde, parée que cette projection n'est 
pas nécessaire. 

Il suffit évidemment de construire la projection horisontale 
de réilipse que Ton obtient en coupant l'ellipsoïde osoulateur 
par le plan P^ parallèle au plan tangent P. 

En effet, cette courbe de section étant obtenue, il ne reste 
plus qu*à construire celui de ses diamètres qui est parallèle au 
rayon lumineux, et le conjugue de ce diamètre sera parallèle 
à la tangente demandée (189). 

Mais on doit se rappeler que le point d^osculation m^tn!" 
n'est pas à la place qu'il dort occuper dans l'espace, lorsque le 
problème sera complètement résolu. 

Or, quand nous avons fait tourner le point dopné mnC pour 
l'amener en m'W" dans le plan du méridien principal, le rayon 
lumineux SL, S'I/ est resté en place. 

Il faut donc faire tourner Teilipsolde oionlateur autour de 
l'axe de la surface donnée jusqu'à ce que le point mW soit 
venu reprendre sa place primitive nim\ ou bien faire tounier 
le rayon lumineux SL, S'L' jusqu'à ce qu'il soit placé par rap- 
port au méridien qui contient le point m"m"\ comme il était 
placé primitivement par rapport au méridien qui contient le 
point donné mm/. 

Mais le chemin que le point mmf a parcouru pour venir se 
placer en mV dans le méridien principal, est exprimé par 
l'arc de cercle mm" de sorte que si Ton porte cet arc de A en 
A" sur la même circonférence, on aura évidemment la droite 
A"L pour nouvelle projection borizontale du rayon lumineux: 

Le diamètre BD étant alors mené par le centre de l'ellipse oU 
parallèlemenl à la Nouvelle position A^L du rayon de lumière, 
on construira la corde EF parallèle au diamètre BD et la corde 
F6 supplémentaire EF et par conséquent parallèle an conjugué 
du diamètre BD sera parallèle à k direction que doit avoir la 
tangente demandée lôniqae le point donné mm* e$t situé en 
mV(189). 
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Pour obtenir la position véritable de la tangente demandée 
on tracera par le point L une droite LK parallèle à la direction 
GF obtenue précédemnQent; puis en faisant Tare KK" égal à 
Tac m"fn^ on aura fait revenir le point K d'une quantité égale 
à celle que doit parcourir le point osculateur m"m'" pour re- 
prendre la place qu'il doit occuper dans Tespace, de sorte que la 
droite LK" sera parallèle à la projection horizontale de la tan- 
gente demandée que Ton obtiendra en traçant par le point m 
la droite TT parallèle à K''L. 

Pour construire la projection verticale T WT' on remarquera 
que la droite LK parallèle à la tangente qui passerait parle 
point m"m'" et par conséquent parallèle au plan tangent P (18i) 
aura pour projection verticale L'A'" parallèle à la trace verticale 
du plan langent P qui est actuellement perpendiculaire au plan 
vertical de projection. 

D'après cela, on projettera le point K en K', puis en faisant 
revenir ce point en K"K"' on obtiendra L'K'" pour la nouvelle 
projection verticale de la droite UC, L'K'. 

Or, cette ligne ayant tourné d'une quantité égale au che- 
min parcouru par le point de tangence mm\ elle sera néces- 
sairement parallèle à la position que la tangente doit occuper 
dans l'espace lorsque le point m" m!" sera revenu à sa place mm' 
et l'on obtiendra la projection verticale de la tangente qui passe 
par ce point, en traçant T'T' parallèle à L'K'". 



192. Pour obtenir la tangente en un point quelconque nn' 
de la ligne de séparation intérieure, on remarquera qu'en 
ce point , les deux rayons de courbure principaux oV et 
n"'x (184) sont de signes contraires. 

C'est pourquoi il faudra employer pour surface osculatrice 
un hyperboloïde de révolution à une nappe (186); mais, à cette 
différence près, les opérations seront absolument les mêmes. 
Ainsi : 
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l"" H^iB On construira l'hyperboloïde de révolution oscula- 
teur de la surface au point donné nit! (186). 

2^ mÊÊm On fera dans cethyperboloïde une section parallèle 
au plan qui touche les deux surfaces en leur point d'os- 
culation. 

3* HHM On construira celui des diamètres de la section 
obtenue, qui sera parallèle au rayon lumineux, et le 
conjugué de ce diamètre sera parallèle à la tangente de- 
mandée (189). 

i93. Êpnre. Le point d'osculation nvl étant amené comme 
précédemment en vl'vl*' dans le plan du méridien principal, on 
concevra Thyperboloîde de révolution dont le cercle de gorge 
serait égal au cercle générateur G' de la surface annulaire 
donnée. 

L'axe imaginaire ou non transverse de cet hyperbole doit 
être la moyenne proportionnelle entre leç deux parties oV" et 
n'"a? de la normale (184). 

Pour construire cette moyenne proportionnelle, on a suc- 
cessivement amené la partie iiJ"x de la normale dans les posi- 
tions n"ic'=n'V^= ox"^ de sorte que la 4emi-circonférence 
x^Se décrite sur le diamètre x^e a déterminé la droite oV 
moyenne proportionnelle entre ox^ et oe ou ce qui est la même 
chose, entre n"'a? et n'V qui sont les deux rayons de cour- 
bure principaux au point nV" et par conséquent au point nn' 
de la surface donnée. La droite oV sera donc Taxe non trans- 
verse ou imaginaire de Thyperboloïde osculateur au point 
vl'ftl" et Ton pourrait facilement construire les asymptotes de 
la projection horizontale de cette surface en ramenant la droite 
oV sur les deux droites ee' et gg\ 

Mais cette partie de l'opération sera encore inutile, parce 
qu'il suffira, comme précédemment, de construire la section 
de rhyperboloïde osculateur par le plan P^ parallèle au plan 
Pt qui touche la surface en nV" (189). 

10 
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Or, Taxe imaginaire d« cette section indinée étant le même 
que Taxe correspondant de la section horiaontale, on ramè- 
nera la quantité oV trouvée précédemment sur las droites 
Gt/, Et/' et cette construction déterminera les asymptotes 
oo', ov" de la section demandée» 

On construira le diamètre fiD parallèle au rayon iumineut 
SL devenu â"I. et la corde Hl parallèle au conjugué de BD^ 
déterminera la direction de la tangente demandée 



i9i. On reman)uera que pour construire la corde Hl on n'a 
pas besoin de l'hyperbole que je n'ai tracée ici que pour 
mieux faire comprendre l'explication du principe^ 

En effet, la corde Hl de l'hyperbole sera parallèle au 
conjugué de BD, si le point D est le milieu de Hl. 

Or, on sait que dans toute hyperbole , les parties Hfc et il , 
comprises entre la courbe et ses asymptotes doivent être 
égales; d'où il résulte qu'il suffira de faire en sorte que Je 
point D soit le milieu M, ce qui revient à un problème connu 
de géométrie élémentaire. Ainsi , on tracera DQ parallèle à 
Tasymptote wl\ on fera Qi égal à oQ, et la droite hi paral- 
lèle au conjugué de BD sera déterminée. 

La droite LR parallèle h hi sera par conséquent parallèle 
à la position qu'aurait prise la tangente demandée si cette 
droite avait été entratoëe parle point nn' lorsqu'on a fut tour- 
ner ce point autour de l'axe pour l'amener en nV" dans 
le méridien principal hn". 

Pour avoir là véritable position de la tangente au point im', 
oh devra opérer comme nous l'avons fait pour la tangente au 
point mm'. Ainsi : la droite LR étant parallèle à la droite ftt, 
on fera l'arc RR" égal à fV', ce qui déterminera la quantité 
angulaire RLR'' = rLr" se fi"Lii, dont le méridien Ln" doit 
tourner pour revenir à sa position primitive Ln; la droite LR 
parallèle à la tangente du point n!' deviendra LR", ce qui 
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permettra de tracer la droite YY tangente au point n de la 
courbe de séparation intérieure. 

Pour obtenir la projection verticale de cette ligne , on pro- 
jetera le point R" en R"' sur l'arc de cercle horizontal décrit 
par le point R,R', et Ton obtiendra la projection verticale 
R'"L' de la droite menée par le point LL', parallèlement à la 
tangente demandée. 

De sorte que la droite YY parallèle à R"'L' sera la projec- 
tion verticale de la tangente, au point nvi de la courbe de 
séparation intérieure. 



195. Rayons de lumière tanfir^nts à la li^rne de sépara- 
tion intérlenre. Nous avons dit que ces rayons, au nombre 
de quatre^ déterminent les quatre points de rebroussementde 
l'ombre portée sur le plan horizontal de projection (/I^. 78, 
pt.i3). 

Ce sont encore les mêmes rayons qui déterminent les points 
de rebroussement des courbes N et M (/t^. 14 et 15 de la 
planche actuelle). 

Pour faire comprendre en quoi le problème qui va nous 
occuper difière de celui que nous venons de résoudre , nous 
rappellerons qu'alors, on connaissait le point de tangence, et 
qu'il s'agissait de trouver la direction de la tangente \ tandis 
que maintenant on connaît la direction de la tangente, qui doit 
être parallèle au rayon lumineux (116) , de sorte qu'il ne reste 
plus qu'à déterminer le point de tangence. 

Pour y parvenir, on remarquera que la condition à laquelle 
il faut satisfaire, consistant surtout dans la coïnciéence qui doit 
exister entré la tangente et le rayon lumineux, on peut cher- 
cher qiAelU est la tangente qui coïncide avec le rayon lufni- 
neux., ou bien : 

Quel est le rayon lumineux qui coïncide avec la tangente. 

C'est dans ces derniers termes que nous poserons la question^ 
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196. Si en un point quelconque d'une surface courbe, on 
conçoit une seconde surface osculatrice de la première, il est 
évident que ces deux surfaces, ayant la même courbure dans 
le voisinage du point d'osculation, les deux lignes de sépara^ 
tions seront en ce point, osculatrices l'une de l'autre, et la 
question étant résolue pour Tune de ces deux surfaces, sera 
également résolue pour Tautre. 

Or, si la surface osculatrice est un ellipsoïde (^fig. il) ou 
un bypeiboloîde (fig. 29), nous savons que le rayon lumineux 
M'N' et la tangente K'I' en un point quelconque de la ligne de 
séparation, sont toujours parallèles aux deux diamètres con* 
jugués MN et Kl de la section faite dans la surface osculatrice 
par un plan parallèle à celui qui touche les deux surfaces en 
leur point d*osculation. Il s'ensuit, que Tangle formé par ces 
deux dianiètres MN et K[ sera égal à l'angle que le rayon lu- 
mineux M'N' fait avec la tangente K'i' à la ligne de séparation. 

Mais, pour que ces deux lignes so confondent, il faut néces« 
sairement que l'angle qu'elles font entre elles soit réduit à zéro. 

197. Or, on remarquera que cela ne peut jamais avoir lieu 
pour un point de la ligne de séparation extérieur, parce que 
la surface osculatrice en un quelconque de ces points, devant 
être un ellipsoïde, les diamètres conjugués MN, Kl de la section 
de cette surface par un plan parallèle au plan tangent, ne 
peuvent jamais faire entre eux un angle nul (/I9. il et 26), 
taudis que pour les points de la ligne de séparation intérieure, 
la surface osculatrice étant un hyperboloîde, et la section paral- 
lèle au plan tangent étant une hyperbole [fig. 27 et 29), on sait 
que les deuxi^iamètres conjugues MN, Kl se confondront entre 

^eux lorsqu'ils coïncideront avec l'une des deux asymptotes. 

En effet, l'angle des deux diamètres MN et Kl (/ig. 27) est 
toujours égal à Tangle VNS que le diamètre MN fait avec la 
tangente au point N; or, on sait que l'angle VNS diminue lors- 
que le point N s éloigne du sommet de la courbe; il est donc 
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évident, qu'au moment où le point N sem éloigné jusqu'à 
rinfini, le diamètre MN et la tangente VU devront coïncitier 
avec Tasymptote OH, de sorte que Tangle VINS étant réduit à 
zéro, ie second diamètre Kl parallèle à la tangente VU se con- 
fondra avec MN et, par conséquent, avec l'asymptote OH de 
la courbe. 

Ainsi, pour que le rayon lumineux soit tangent à la ligne de 
séparation ou, ce qui revient au même, pour que le rayon 
M'IN' {Jiq, 29) coïncide avec la tangente K'i', il faut que les 
angles K'O'M' et KON soient nuls^ et par consé(j^ent, il faut 
que les deux diamètres conjugués MN et Kl coïncident avec 
l'une des asymptotes de la section hyperboloïque que l'on 
obtient en coupant Tbyperboloïde oscuiateur par un plan 
parallèle à celui qui touche la surface donnée au point 0'. 

198. Il est évident que cette condition ne suflSt pas pour 
résoudre le problème, car le point de tangence 0' n'étant pas 
connu on ne peut pas construire immédiatement l'hyperbo- 
loïde oscuiateur. 

Dans ce cas, on pourra procéder en sens inverse et par voie 
d'élimination; ainsi, on construira les by perboloïdes osoulnteuF& 
pour un certain nombre de points de la courbe de séparation 
ZR (/tff. 29); puis on choisira parmi ces points celui pour le- 
quel le rayon lumineux M'N' et la tangente KT se confondront, 
ou ce qui est la même chose seront parallèles à l'une des 
asymptotes de la section hyperbolique parallèle au plan tan-, 
gent mené par le point oscuiateur. 

La question proposée pourra donc se dée(»mposer de la ma- 
nière suivante (/ig. 14 et 15) : 

1* wmmam Ou supposcra quc tous les points de la ligne de 
séparation intérieure, tournant autour de Tax^, sont 
venus successivement se placer sur la circonférence du 
cercle méridien C' qui est la courbe génératrice de k 
surface de révolution donnée. 
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2° mmm On concevra un hyperbololde osculateur pour cha- 
cun de ces points. 

3* flVB On coupera chacun de ces hy perboloïdes osculateurs 
par un plan parallèle au plan tangent mené par le point 
d'osculation correspondant. 

4^ BMM Les asymptotes de ces diverses hyperboles déter- 
mineront pour cAaguft point d'oiculo^ion, quelle doit être 
la direction de la lumière pour qu'en ce poini le rayon 
lumineux coïncide avec la tangente à la courbe de sépa- 
ratioq. 

S"" mmmm 11 ne restera plus qu'à choisir parmi ces divers 
rayons lumineuK, celui qui sera parallèle à la direc- 
tion de la lumièjre donnée. 

199. Èpnre. Première opération. Il n'est pas nécessaire et il 
serait évidemment impossible de construire les byperboloïdes 
osculateurs pour chacun des points de la courbe de séparation. 
Il suffira de faire ropération pour trois ou quatre de ces points 
que nous supposons ramenés sur la circonférence du cercle 
méridien C'; le point 2 étant le plus élevé de la ligne de sépa- 
ration, le point demandé ne doit pas être cherché au-dessus. 

Les deux parties c -2" et 2"-g' de la normale c'^' seront les 
rayons principaux de courbure de la surface donnée, et de 
l'hyperboloîde osculateur au point 2 ramené en 2". 

La normale c'q' étant rabattue en c'q" et projetée sur le plan 
horizontal en eq"'^ les deux droites c-2'" et 2'"-qf"' seront égales 
aux rayons de courbure principaux cf-%" et 2"-g' de la surface 
et de son hyperboloïdé osculateur au point 2". 

La demi-circonférence c-14-qr"' étant déctite sur cq"* cofinne 
diamètre, ta droite 2" -14, moyenne proportionnelle entre les 
deux lignes c-2'" et 2'"-g'", sera Taxe inwginaire de l'hyper- 
boloïde osculateur du point 2", on ne construira pas la projec- 
tion horizontale de cet hyperboloïde. 

La droite 2"'-14, ramenée en zAi' sur la perpendiculaire 
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àbmsée du point z! de la projection verticale, sera Taxe 
imaginaire de la section hyperbolique qw l'on obtiendrait en 
coupant l*hyperboloîde osculateur du point 2" par lé plan P, 
parallèle «u ptao tangent du point 2", 

La droite o*l4'» asymptote de cette hyperbole, sera par con^ 
séqnent la direction que devrait prendre 19 rayon luoiineux 
pour qu'au point 2" de la surbce U soit tangent à la ligne d^ 
«éparition intérieure correspcmdantc* 

En opérant de la môme manière^ <ma obtiendra Tasymptote 
€-15' pour la direction du rayon lumineui^ qui au point i% 
de la surface serait tangent à la ligne de séparation corres- 
pondante. 

t'asymptote c-lQf sera également la direction du rayon 
lumineux qui au point 13 serait tangent à la ligne de sépara* 
tion correspondante , ainsi de suite. 

Les asymptotes e^\A\ c-^15', c-16' et toutes celles que Ton 
pourrait obtenir par la même méthode y formeront une surface 
conique qui aura pour sommet le point cc^ 

Chacune des génératrices de ce cftne exprime. la direction 
d'un rayon lumineux qui pour un point de la circcmférence C\ 
serait tangent h la ligne de séparation correspondante. 
* Il ne reste donc plus qu'à choisir parmi ce^ rayons celui qui 
serait parallèle à la lumière donnée. 

Or, cette dernière condition, dépendant de^ deux projections 
du rayon lumineux, pourra eile^môme âtre décomposée de la 
manière suivante : ^ 

V OTB Nous chercherons parmi les rayons obtenus précé- 
demment, celui dont Tinclinaison, par rapport au plan 
horizontal, sera égale à celle du rayon donnée SL S'i.'. 

^ mmm Puis, nous ferons tourner ce rayon jusqu'^ ce qu'i I 
soit parallèle au méridien SL. 

Pour résoudre la première de ces deux questions, nous con*- 
struirons le rayon e6, c'V parallèle au rayon donné SL, S'L\ 
puis faisant tourner la droite c(», c'b' autour de la verticale du 
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point ce' nous obtiendrons un cône circulaire dont la généra- 
trice c6, c'fr' sera inclinée sur le plan horizontal comme le 
rayon de lumière donné SL, S'L'. 

Or, ce dernier cône et celui qui contient les asymptotes 
c-14', e-15', c-16', etc., ayant le même sommet cd se cou- 
peront suivant une droite c-17, c-17' qui sera inclinée sur le 
plan horizontal comme le rayon de lumière donné, et qui de 
plus sera parallèle au rayon lumineux qui toucherait la ligne de 
séparation correspondante en un point rabattu sur la circonfé- 
rence du cercle méridien C 

200. Pour déterminer la droite c-17, c*AT on pourrait 
chercher le point suivant lequel les traces des deux cônes se 
rencontreraient, mais oji peut aussi opérer de la manière sui- 
vante : 

On coupera les deux cônes par le cylindre vertical qui a pour 
trace l'arc de cercle 66". 

Les points suivant lesquels la surface de ce cylindre auxi- 
liaire sera percée par les asymptotes c-14', c-15', et c-16', 
donneront la courbe 14'"-15'"-16"' dont Tintersection IT avec 
le cercle horizontal 6'- 6'^ déterminera la droite c-17, c'-17' 
suivant laquelle les deux cônes se coupent. 

La tangente 18-18, 18'-18' parallèle à la droite c-17, c'-17' 
sera le rayon lumineux qui jouira de la double condition d^étre 
incliné sur le plan horizontal comnie lefayon de lumière donné 
SL, S'L' et d'être tangent suivant le point 3\ 3' à la ligne de 
séparation correspondante. Le point 3' est déterminé (/!j. 14) 
par le rayon c'-3' perpendiculaire sur c'-17'. 

Il ne reste donc plus pour satisfaire complètement aux con- 
ditions du problème, qu'à faire tourner le rayon 18-18, 18'-! 8' 
que nous venons d'obtenir, jusqu'à ce qu'il soit parallèle au 
méridien qui contient le rayon donné SL, SV. 

Pour résoudre cette dernière partie de la question, on tra- 
cera la droite Lo' perpendiculaire sur 18-18 et Ton décrira l'arc 
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de cercle o^o^ puis la tangente I8"-18" parallèle à SL sera la 
projection horizontale du rayon demandé. 

Le point de tangence o' viendra se placer en o à Textrémité 
du rayon Lo perpendiculaire à la tangente IS'^-IS", et faisant 
0-3 égal à o'-3' on obtiendra le point 3 pour la projection ho- 
rizontale du point suivant lequel le rayon de lumière donné 
dt^vient tangent à la ligne de séparation intérieure. 

Laprojection verticale du point 3 sera déterminée par Tin- 
tersection de. la perpendiculaire 3-3 avec la droite 3-3 qui est 
la projection verticale de Tare de cercle décrit par le point 3' 
lorsqu'on le ramène à sa place. Dans ce mouvement, le rayon < 
18'-18' devient parallèle à S'L'. 

En opérant de la même manière , on obtiendrait les trois 
autres points de tangence, mais la symétrie qui a Heu dans la 
disposition de ces points, permettra évidemment de les con* 
siruire tous les quatre lorsqu'un seul d'entre eux sera déterminé. 

201 . Le résultat précédent peut être facilement vérifié par 
le principe du n"" H4; en effet, si par le point S de la figure 15^, 
on abaisse une perpendiculaire sur le méridien IrS^ on ob- 
tiendra le point s" qui, rabattu en s'" et projeté {fig, 14) sur 
la droite horizontale S'S" donnera s^^'U pour la projection du 
rayon lumineux SL, S'L' sur le plan méridien qui contient le 
point 3 et le point 7 obtenus précédemment; et si Ton a bien 
opéré, la droite j'^L' sera parallèle aux plans tangents 18'-18' 
et19'-19'. 

1^ symétrie dispensera de vérifier les points 1 et 5 , ce qui 
au surplus pourrait se faire de la même manière. 



2(3. Nous avons dit au n® 176, que parmi les sections que 
Ton obtient {fig. 23) en coupant la surface du tore par les 
plans N'-l, N-2, N'-3, etc., qui contiennent la normale du 
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point NM', la section par le plan N -3 jouissait de cette propriété 
singulière que son rayon de courbure au point U était iotiDÎ. 

Or, on peut déterminer exactement l'inclinsuson du plan 
N-3 qui satisfait à cette condition. Pour y parvenir, on se 
rappellera d*abord qu*au point U de la surface annulaire, \t% 
deux rayons de courbure principaux sont ; 

1* "i"» Le rayon DU du cercle méridien CC'; 

2* «VMM La partie OU de la normale comprise entre le point 
U et l'axe de la surface (184). 

Par conséquent, si Ton décrit une demi-circonférence sur 
OD comme diamètre , la droite Ut? moyenne proportionnelle 
entre les deux rayons de courbure principaux UO et UD, sera 
Taxe imaginaire ou non transverse de l'hyperboloide de révo- 
lution osculateur au point U de la surface donnée ; les droites 
DH seront les asymptotes de la «ection méridienne &A de cette 
surface, et les asymptotes Pi'fl' de ia projection verticale coïn- 
cideront avec les traces verticales des deux plans par lesquels 
il faut couper le surface annuUire donnée ai Ton veut qu'au 
point U le rayon d^ courbure soit infini. 

' En efEet , si un byperboloîde de révolution (/i^. 28 ^ 30) 
0st Qoppé par les deux plans projetants des nsypdptotes de 
la section méridiene, les sections seront deux droites ac et tni, 
génératrices de la surface donnée. 

Par cQpséquent, les plans F4ll'.pi9rpendicalaire$ au plaa 
vertical de projection (/^. S3), couperont Thyperboloïde 
osculateur au point U de la surface donnée, suivant les deux 
génératrices droites ac^ vu de cette surface et la courbure de la 
surface annulaire donnée étant la môme au point U que celle 
de son byperboloîde osculateur, il s'ensuit que les sections de 
la surface par les plans N'^ se confondront avec leur tangente 
TT et U qui ne sont autre chose que les deux génératrices ac 
et vu, suivant lesquels les plans N'H' coupent l'hyperboloide 
osculateur au point U de la surface donnée. 
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Cavet. 

203. Cette moulure (pi. 16 ), engendrée par Tare ab , 
n'est évideniment que le quart de la surface annulaire qui pro- 
viendrait de la révolution de la circonférence entière. 

La ligne de contact 1-4-6 est ta moitié de la ligne de sé- 
paration obtenue dans tous les exemples qui précèdent sur la 
partie de la surface annulaire qui est tournée du côté de Taxe. 
Nous n'aurons donc rien à dire de nouveau sur la construc- 
tion de cette ligne , si ce n'est qu'après avoir déterminé cette 
courbe tout entière, afin de mieux comprendre les variations 
de sa courbure, il faudra supprimer la partie 3-4-5, parce 
que les rayons lumineux, arrêtés par la masse du solide, ne 
peuvent atteindre jusquà cette courbe. 

Ainsi , les deux seules lignes qui , sur la surface du corps , 
séparent les parties éclairées de celles qui sont obscures , 
sont les deux petites courbes 1-2-3, 5-6. 

Les points 5 et 3 sopt déterminés par les rayons lumineux , 
tangents à la courbe 1-4-6 (195). 

204. Si la direction de la lumière était horizontale, la 
courbe de contact serait plane , et se confondrait avec la 
section de la surface par le méridien l'-c (126). 

Ombre portée. 

W&. Les rayons lumineux qui s'appuient sur le» courbes 
1-3, t)-5, f(»rment deux parties de surfaces cylindriques, qui 
rencûotreat la surface donnée suivant les deux courbes 3-1', 
5-6' (/î». 80). 

Ces deux dernières lignes sont les ombreg portées sur la sur^ 
face par les deux lignes de séparation 1-2*3 et 5-6. 
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Ainsi 3-1' est l'ombre portée par 3-2-1 et 5-6' est Fombre 
portée par 5-6. 

Les deux lignes 3-l\ 3-2r1, étant touchées au point 3 
par la même tangente , se touchent elles-mêmes à ce poiot, 
et ne forment , en quelque sorte , qu'une même courbe 1-2-3- 
S'-l', dont une partie 1-2-3 est une ligne de séparation, tandis 
que le reste 3-i' est la courbe d'ombre portée par la première 
partie. 

On peut dire la même chose des deux courbes 6-5, 5-6', 
qui se raccordent au point 5 pour former la courbe unique 
6-5-6'. dont une partie 5-6' est Tombre portée par Tautre 
partie 5-6. 

Pour construire la courbe S'-S'-l', on cherchera Tombre 
portée sur la surface par chacun des points de la courbe 3-2-1. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir Tombre 
du point 2. On concevra d'abord {fig. 79) le plan v-x per- 
pendiculaire au plan vertical et contenant le rayon de lumière 
du point 2. 

L'intersection de la surface par le plan v-x sera projetée 
(/ïj. 80) par la courbe m!'n!^v''n"'u!'Z*'x!^ que l'on obtiendra 
en abaissant des perpendiculaires par tous les points où le plaa 
vx coupe un certain nombre de cercles horizontaux établis 
d'avance sur la surface. 

L'intersection de la courbe m'... n"... xf... par la pro- 
jection horizontale du rayon de lumière 2-2' déterminera 
2', 2' pour les deux projections de l'ombre portée par le 
point 2. 

On n'a pas besoin de construire la courbe m'-n"-a;' tout en- 
tière. On peut se contenter de déterminer la partie u'z'a/ de 
cette courbe qui est dans le voisinage du point 2. 

Jl est bien entendu pareillement qu'au lieu du plan vx per- 
pendiculaire au plan vertical , on aurait pu employer un plan 
perpendiculaire au plan horizontal , ou tout autre plan conte- 
nant le rayon du point 2. 
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On se rappelle en effet que , pour avoir l'ombre portée par 
un point sur une surface, il faut couper cette surface par un 
plan quelconque qui contienne le rayon de lumière passant par 
le point dont on cherche t'ombre , et que toute Thabileté con- 
siste à Aoisir, parmi tous les pians qui satisfont à celte condi- 
tion , celui qui coupe la surface demandée suivant la courbe la 
plus facile à construire, ou dont l'interseclion avec le rayon 
iumineux se fait avec le plus d'exactitude. 

S06. On peut obtenir ou vérifier autant de points que Ton 
voudra de la courbe 3-2-1' (fifj, 80) en opérant comme nous 
'Pavons dit aux numéros 1 18 et 1 19. 

Ainsi, par exemple, pour obtenir ou vérifier le point 2', 2'', 
on pourra opérer de la manière suivante : 

l"* On tracera un certain nombre de rayons lumineux qui 
s'appuient sur la courbe 1-3-4-5 et 6 (/îj. 79 et 80), puis 
on déterminera {fig. 80) la trace horizontale l"-3"-4" de la 
surface cylindrique qui contient ces rayons. 

2® Le rayon passant par le centre e du cercle horizontal 
ri (fig. 79) déterminera (fig: 80) le point e" qui sera le 
centre du cercle horizontal r"i" égal au cercle rt de la 
figure 79. 

3® Le cercle r"t" sera la trace horizontale du cylindre 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur le cercle 
rt.r'if (fig. 19 eiSO). 

4® Le point 2" suivant lequel la courbe 3"-l" est rencon- 
tré par l'arc de cercle r^f déterminera le rayon 2-2" com- 
mun aux deux cylindres , et la rencontre 2' de ce rayon avec 
la circonférence ri, rV sera l'ombre portée sur cette ligne 
par le point 2 de la courbe 1-2-3. 

207. L'ombre de la circonférence engendrée par le point 6, 
s'obtient en déterminant o"\ ombre du point o , et décrivant 
une circonférence avec le rayon o'"q égal à ob. 
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La dratte eq est la trace du plan formé par les rayons lumi- 
neux qui touchent le grand cylindre suivant la verticale c'c", 
cette ligne est déterminée par le diamètre Te perpendiculaire 
à la projection horizontale s'A du rayon lumineux. 

Seotie. 

908. La section méridienne ou profil de cette moulure est 
une courbe à trois centres o, 2, x (fig. 82, pi. 17). 

Le point o est le centre du quart de cercle et). 

Le point z est le centre de Tare de cercle tm. 

Enfin , le point x est le centre du troisième arc us. 

Ces trois arcs , en tournant autour de Taxe , engendrent trois 
parties ou zones de surface annulaire , dont l'ensemble com- 
pose la surface de la seotie. 

La première zone se raccorde avec la deuxième, parce 
qu'elles sont touchées toutes deux suivant la circonférence Dt/, 
par le cylindre vertical qui aurait pour génératrice la tangente 
au point v. 

La seconde zone et la troisième se raccordent suivant la 
circonférence uu\ parce qu'elles sont touchées, dans toute 
rétendue de cette circonférence , par un même cône dont la 
génératrice serait tangente au point u. 

La première zone touche \e plan horizontal cd, suivant la 
circonférence que décrit le point c; et la troisième zone touche 
le plan horizontal ss\ suivant la circonférence décrite par le 
point s. 

Le point v de la section méridienne étant le pins rapproché 
de l'axe , décrit le cercle de gorge dont la projection horizon- 
tale est i?V". 

209. Si nous supposons que la surface précédente soit 
coupée par un système de plans parallèles h son axe et aux 
rayons lumineux , tous ces plans seront parallèles entre eux. 
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Pour mieux faire comprendre la forme particulière affectée 
par chaque section , supposons qu'on les ait projetées toutes 
(fig, 82), sur le plan méridien parallèle aux plans coupants, 
les section^ que l'on obtiendra seront de trois espèces : 

l"* Si la distance de l'axe au pian coupant est plus grande 
que le rayon du cercle de gorge, la section se composera 
(fig. 88) de deux courbes indépendantes Tune de l'autre , et 
placées l'une au-dessus, l'autre au-dessous de l'horizontale oo'. 
Les points n, n appartiennent au méridien qui est perpendi- 
Tïulaire au plan coupant. 

2^ Si la distance de l'axe au plan coupant est égale au rayon 
du cercle de gorge , les points n, n se réunissent en un seul 
4,S (fig. 81 ) , suivant lequel le cercle de gorge et le méridien 
perpendiculaire au plan coupant, sont touchés parce plan. La 
section se compose alors de deux courbes qui se coupent au 
point 4, 5, situé sur le cercle de gorge. 

3*^ Enfin lorsque la distance de Taxe au plan coupant sera 
moindre que le rayon du cercle de gorge , la section se com- 
posera des deux courbes séparées, placées Symétriquement 
Tune à droite, l'autre à gauche de la verticale aa' (fig. 83), 
les points n"^n" appartiennent au cercle de gorge de la sur- 
face. 

Or si l'on construit toutes les tangentes qu'il sera possible 
de mener à ces courbes , parallèlement à la direction de la lu- 
mière, on déterminera sur chacunes d'elfes et suivant sa forme, 
un certain nombre de points essentiels. 

Ainsi, par exemple (fig. 87), sur les deux courbes 1-4-y, 
bS-7, provenant de la section par un même plan, on ob- 
tiendra sept points, savoir : 

Le point 1, appartenant au cercle horizontal l-y; 

Le point 3 , ombre portée par le point 1 ; 

Le point 2, appartenant à la ligne suivant laquelle la sur- 
face est touchée par un cylindre parallèle à la direction de la 
lumière^ 
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Le point 4 , appartenant à la partie de cette ligne qui forme 
séparation j 

I^ point 5, qui est de même nature que le point 4^ 

l^e point 7, ombre du point 5^ 

Enfin le point 6 appartenant à la ligne de contact. 

Lorsque le plan coupant touche le cercle de gorge, les 
points 4,5 se réunissent en un seul (fig. 8t), et la courbe ne 
contient plus que les six points 1, 2, 3 (4,5), 6, 7. 

Lorsque la distance de l'axe au plan coupant est moindre 
que le rayon du cercle de gorge, on peut regarder la section 
(fig. 83) comme une modification dé la section (fig. 88) ; en 
effet,' lorsque le plan coupant se rapproche de l'axe , les deux 
points n, n se réunissent d'abord, puis se séparent de nou- 
veau en s'écartant sur l'horizontale oo\ pour devenir n'', n" 
(fig. 83)-, alors les points de tangence 4 et 5 ont disparu ainsi 
que le point 7, ombre portée par le point 5, et il ne reste 
plus que les quatre points 1, 2, 3, 6. 

Lorsque le plan coupant s'éloigne de Taxe (fig. 86), les 
points n, n s'écartent , et la courbe supérieure n'est plus ren- 
contrée par le rayon du point 1 , qui , passant entr^ les deux 
courbes, vient déterminer le point 3 sur la courbe inférieure 
ou sur quelque surface étrangère à la scotie. 

Enfin, par suite des variations de courbure des sections, il 
vient un moment (fig. 84) où les trois points 5, 6 et 7 se 
réunissent en un seul , parce que le rayon de lumière se trouve 
précisément, tangent au point d'inflexion de la courbe (fig. 89). 
C'est à ce point que la courbe de séparation 5-^6-6 est touchée 
par la courbe d'ombre portée 5-7-7. 

Pour les sections plus éloignées du centre, il ne peut plus y 
avoir de points de tangence (fig. 88). 

Ainsi , en résumant {fig. 87) , le point 1 appartient au cercle 
horizontal 1-y; 

Les points de tangence 2, 4, 5, 6, à la courbe de contact. 
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Les points 4 et S, à la partie de cette courbe formant ligne 
de séparation. 

Le point 3, à la courbe d'ombre portée par le cercle 1-y. 

Le point 7, à la courbe d'ombre portée par la ligne de 
séparation. 

Toutes les opérations doivent être faites avec beaucoup de 
soin , parce que les courbes de section n'étant pas susceptibles 
d'une définition géométrique rigoureuse, on ne peut déter- 
miner qu'approximativement les points où elles sont touchées 
parles rayons lumineux. 

210. Au surplus, pour les surfaces de révolution, on pourra 
toujours construire la ligne de contact par la méthode du 
nMU. 

Dans ce cas , la détermination de chaque point dépend de 
la construction d'une tangente à la section méridienne , dont 
la courbure souvent élégante, et presque toujours définie, 
permet de déterminer le point de tangence avec exactitude. 

En effet, dans l'exemple précédent, la section méridienne 
étant une courbe à plusieurs centres (/!;. 85), toute tangente 
en un point de l'arc cv sera perpendiculaire au rayon om de 
cet arc ; une tangente ïk sera perpendiculaire sur zi; enfin , la 
tangente gd doit être perpendiculaire sur xg. 

Si la courbure de la section méridienne n'était pas définie, 
on construirait (/Sg. 90) un certain nombre de cordes paral- 
lèles à la tangente, et la courbe, passant par le milieu de ces 
cordes, se dirigerait vers le point de tangence, et le détermi- 
nerait avec une exactitude suffisante. 



211. Tançantes à li^ne de séparatioii. On peut se 
proposer, comme étude, de construire une tangente en un 
point déterminé de la ligne de séparation sur la scotie. 

11 
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Supposons, par exemple (/t^. 1 el2, pi. 18), qu'après 
avoir obtenu le point nu' par l'une des méthodes indiquées 
dans la Géométrie deêcriptive^ on veut, avant de tracer la 
ooarbe, constraire la tangente en ce point , on appliquera le 
principe du n* 192. 

Ainsi, on construira : 

1* HHB L'hyperboloîde de révolution osculateur (f 86). 

2* MB Le plan tangent au point uu' ; 

3* «VMM La section de l'hyperboloîde par un plan parallèle 
au plan tangent. 

4* «BiB Le diamètre parallèle au rayon lumineux. 

{^ ÉÊÊÊm Le conjugué du diamètre précédent déterminera 
la direction de la tangente demandée qu'il sefa facile 
de construire par le point uu\ puisque Ton connaîtra sa 
direction. 

On fera bien, comme au n*^ 193, de faire tourner le point W 
jusqu'à ce qu'il soit parvenu dans le méridien principal ; puis 
de le faire revenir à sa place lorsque la direction de la tangente 
sera déterminée. 

le n*ai pas exécuté les opérations qui précèdent , parce que 
cela n'aurait été que la répétition de ce qui a été fait sur les 
figures 14 et 15 deMa planche 15; je ferai seulement remar- 
quer, que dans l'exemple actuel, la section méridienne do la 
surface donnée est une ligne dont la courbure varie pour 
chacun de ses points , de sorte que le rayon de courbure du 
méridien au point u, sera la normale passant par tè point 
rabattu en u" sur le méridien pi incipal , et se comptera sur 
cette normale, depuis u" jusqu'au point où elle touche la 
développée 6-V de la section méridienne bu"d. 



212. 11 sera plus facile de construire la tangente au point 
00^ suivant lequel la ligne de séparation coupe le cercle de 
gorge d-o" de la surface donnée-, en effet : 
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Pbùi' de point W, Id râ^on de eourbufe oh sem égal à la 
normale S-? comprise entre le point 3 du méridien 6ii^'d 
el le point 3' suivant lequel la normale correspondante tou- 
éhe la développée 6-1'. 

On sait de plus (184) qu'au point d\ et par conséquent en 
o\ le second rayon de courbure sera égal au rayon oV du 
cerèle de gorge; de sorte qu'en décrivant sur o\ comme dia- 
mètre, la cii^fonférence o'vct?, la droite o% moyenne propor- 
tionnelle entre oV et o"c, sera Tdxe non transverse ou imagi- 
naire de rhyperbole qui aurait pour cercle oscuUteur, la 
circonférence décrite du point c comme centre, avec le rayon 
co" (162), de sorte que Thyperbole Ho"H et la méridienne 
6'oV, ayant au point o" le môme cercle oscuiateur , auront 
eu ce point les mêmes rayons de couiburô principaux, et 
les deux surfaces de révolution que Ton obtient en faisant 
tourner ces deux courbes autour de l'axe commun , seront 
osculatrices Tune de l'autre pour tous les points du cercle de 
gorge 3-o". 

Or, le plan langent qui, au point o' contient le rayon lumi- 
neux et la tangente demandée, étant parallèle au plan vertical 
de projection, l'hyperbole que nous venons d'obtenir sera la 
section de Thyperboloîde oscuiateur par le plan vertical si 
parallèle au plan tangent en oô'v de sorte qu'il ne reste 
plhs qu'à construire : 

!<" attHi Le diamètre o'A parallèle au rayon lumineux s7'. 

20 Hi^afeg La corde fey partagée au point h en deux parties 
égalés , sera parallèle au diamètre ftV conjugué de o'h et 
parallèle par conséquent à la tangente demandée (189). 

Or , le centre de l'hyperboloïde oscuiateur , et le point de 
tangence o6\ ayant une projection verticale commune, il s'en- 
suit que le diamètre Vy' que nous venons de construire et la 
tangente au point oo* de la ligne de séparation , auront la 
même projection verticale. 
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213. BayMui Imnlnaiu tançants àlaltfna de sépa- 
ration. Pour déterminer les quatre points 1i , il , 12 et 12 
suivant lesquels le rayon lumineux devient tangent à la ligne 
de séparation , on pourra opérer comme nous l'avons dit au 
nM»5. 

Cependant, si Ton suppose que les différents points de la 
courbe i-o -7, ont été ramenés sur la section méridienne bu"d, 
on devra remarquer que les divers hyperboloîdes osculateurs 
aux points 1, 2, 3, 4, 5 et 6 n'ont plus comme au n* 199 le 
même cercle de gorge ^ de sorte que les sections faites dans 
ces hyperboloîdes , parHlIèlement aux plans tangents, passe- 
ront par les centres de courbures l'2'3'4'5'6' des cercles oscu- 
lateurs correspondants^ au lieu de passer, comme on le voit 
aur la figure 14 de la planche 15; par le centre du cercle 
générateur de la surface annulaire. 

À cela près, les opérations seront absolument les mêmes , 
ainsi : 

1 * m^ Les deux rayons principaux de courbure au point 6 
de la section méridienne bu"d, étant 6*6' et 6-8 (184), 
on ramènera le point 6 en 9^ et le point 8 en lO', par 
les deux arcs de cercle 6^9' et 8-10" décrits du point 6' 
comme centre *, 
2'' m^ Les droites 9'-9 et lO'-lO perpendiculaires à la 
ligne ÂZ, détermineront sur la figure 2, la droite 6'-9 
égale à 6'-6 de la figure 1 '% et 9 10 égale à 6-8 ; 
3* HMi On décrira la demi-circonférence iO-m-6', et la 
droite 9-m, moyenne proportionnelle entre 6'-9 et 9-10 
de la figure 2 , et par conséquent entre 6-6 et 6-8 de la 
figure 1 , sera Taxe non transverse ou imaginaire de l'hy- 
perboloide osculateur au point 6 de la sur&ce donnée. 
4* HiHi Le diamètre m'm\ perpendiculaire sur le rayon 
6-6, sera la projection verticale de la section hyper- 
bolique parallèle au plan qui toucherait la surface, et 
son hyperboloide osculateur au point 6. 
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5^ mÊmm On ramènera 9-m en 9"-m" sur la perpendicu- 
laire frifnl\ et la droite 6'-m" {fig. 2) sera l'une des 
asymptotes de la section hyperbolique mW provenant 
de la section de Thyperboloïde osculateur par le plan 
mlm^ parallèle au plan tangent du point 6. 

. 6* WÊÊmm Cette droite 6 -m" sera donc la direction que devrait 
prendre le rayon lumineux, pour qu'au point 6 de la 
surface, il soit tangent à la ligne de séparation corres- 
pondante (197). 

T mÊmm La mémc opération étant répétée pour les points 
5, 4, 3, 2 et 1 de la courbe bu"d, on déterminera 
pour chacun de ces points, la dirtction du rayon lumi- 
neux qui serait tangent à la ligne de séparation corres- 
pondante. 

8" «MB Les asymptotes obtenues par les opérations pré- 
cédentes, ne passant pas par un même point, forment 
une surface réglée^ mais si par un point quelconque ss' 
pm où Von i^oudra dans f espace^ oA construit uae 
parallèle à chacune des asymptotes obtenues ^ on obtien- 
dra comme au n* 199 une surface conique qui contien- 
dra toutes les directions des rayons lumineux qui, en 
chacun des points de la méridienne bu"df serait tangent 
à la ligne de séparation correspondante. 

11 ne reste donc plus qu'à choisir parmi toutes ces 
directions, celle qui sera parallèle à la lumière donnée. 

9* a^ Pour y parvenir, on construira le rayon lumi- 
neux si, s'f. 

lO* HMB On fera tourner cette droite autour de la verticale 
du point ss\ et Ton obtiendra par ce moyen , un cône 
circulaire dont on construira la trace horizontale Iq. 

ii^ HBH On construira également la trace horizontale 
l"-3'"-6'" du cône qui contient les droites menées par 
le point m' parallèlement aux asymptotes obtenues pré- 
cédemment. 
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i2' .— i U point 3''' dQ la courbe r^T^'" s'obUendra 
en construisant la trace 3^ de la droite s'i'" paral- 
lèle à l'asymptote o't qui, ramenée dans le plan méri- 
dien o'-S'", serait une asymptote de la section prcMluite 
dans rhyperboloîde osculateur , par le plan du méri- 
dien o'*3'" parallèle au plan qui touche la surfiice don- 
née au point 3. 

43* MMM Les points N^i\ RR' suivant lesquels la trace Iq 
' du premier cône rencontre la Jrace l"-3'"-.6'" du 
second, détermineront les deux droites «N, sl^'; sR, s'Hf^ 
suivant lesquelles se coupent les deux cônes. 

14* WM Les droites ^N, s'^'-^ sR, s'R', intersections des 
deux cônes, seront les directions de deux rayons lumi- 
neux nV, r'/ qui seraient inclinés sur le plan horizontal 
comme le rayon de lumière donné, ef qui aux points 
il' et là' de la section méridienne 6u"3, seraient tan- 
gents chacun à la ligne de séparation correspondante. 

1 S* m^ Les j^^ojections horizontales nV et r V de ces ,deux 
rayons seront parallèles aux projections «N, sR des deux 
droites suivant lesquelles se coupent les deux cônes. 

16* B"^* 11 ne restera plus qu'à faire tourner les deux 
droites nV et r'r' autour de Taxe jusqu'à ce qu'elles 
soient venues se placer en nn et rr parallèlement à 
la projection horizontale du rayon lumineux si. 

17* a^ Par suite de ce mouvement, le point e! vient se 
placer en e, et l'on obtient le point de tangence 12 en 
faisant eA2 égale à «'-12', le point x' étant ramené 
en x, on obtiendra le point de tangence 11 an faisant 
«-Il égale à x'-H'. 

18r -i» Les quatre points 11 , 11 , 12, 12 étant déter- 
minés en projection horizontale, il sera facile de con- 
struire leurs projections verticales, et par suite les 
tangentes 14 et 15 parallèlesii la projection verticale sT 
du rayon lumineux. 
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214. Ainsi, parmi toutes les tangentes que Ton peut déter- 
miner avant de tracer la projection vertieale l-o' 7 de la ligne 
de séparation , on remarquera : 
1* mÊmm La tangente 13, parallèle au rayon lumineux et 
qui touche la section méridienne au point le plus élevé 
de la ligne de séparation. 
3* mÊmm La taugeote 14, parallèle au rayon lumioeuxet 

qui touche la ligne de séparation Di,u point 11 . 
3* wmmm La droite &V, tangente à la ligne de séparation 

ou point oo\ 
4* mmm La droite 15 , tangente au point 12 de la ligne de 

séparation, et parallèle au rayon lumineux. 
8* wmmm Enfin la droite 16, parallèle au rayon lumineux, 
touche la section méridienne au point 7 qui e^t le plus 
bas de la ligne de séparation. 
Sur la projection horizontale , on remarquera six tangentes 
parallèles à la projection horizontale des rayons lumineux. 

Quatre de ces droites touchent la ligne de séparation aux 
points li, 11, 12 et 12, et les deux autres 17 17 sont tan* 
gentes aux points o situés sur le cercle de gorge. 



* 215. Point lumineux. Pour ne plus avoir à. revenir sur 
ce genre de questions , qui malgré l'intérêt qu'elles présentent 
sous le rapport de la théorie, nous éloigneraient trop du but 
pratique que je me suis proposé dans jcet ouvrage s je vais 
indiquer le moyen de construire des tangentes ^ la ligne de 
séparation , lorsque la lumière provient d'un point lumineux, 
au lieu d'être produite par le soleil, comme nous levons 
supposé dans tous les exemples qui précèdent. 

2i6. Soit d'abord (/l(|f. 3) un ellipsoïde .éclairé par un point 
lumineux S, on sait que la ligne de séparation sera une ellipse C. 
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Mais, %\ nous supposons que le point lumineux S soit reculé 
jusqu'à l'infini , dans la direction de la droite SV, le cône 
form^ par les rayons lumineux qui enveloppent la surface, se 
transforme en un csylindre, et la ligne de séparation est encore 
une ellipse B. 

Or, ces deux ellipses ont évidemment un point commun m, 
suivant lequel la surface donnée est touchée par la génératrice 
VU qui appartient en même temps au cône et au cylindre. 

De plus, ces deux courbes ne peuvent pas se couper, car si 
elles* avaient un second point commun n, les plans qui, ea 
chacun des points m et n , toucheraient la surface donnée , 
seraient tangents tous les deux au cône et au cylindre enve- 
loppant; ce qui est impossible, puisque ces deux derufères 
surfaces n'ayant qu'une génératrice commune, ne peuvent 
avoir qu'un seul plan tangent : d'où il résulte que les courbes 
B et C sont nécessairement tangentes Tune à l'autre. 

Puisque les deux ellipses se touchent au point m, il est évi* 
dent qu'elles ont, en ce point, une tangente commune mT, 
de sorte que pour construire la tangente en un point quel- 
conque de la ligne de séparatioiï G suivant laquelle l'ellipsoïde 
donné est touché par le cône des rayons lumineux issus du 
point S, il suffira de chercher la tangente à la ligne de sépa- 
ration que Von obtiendrait si la lumière provenait d'un point 
sHué à l'infitii dans fa direction de la droite mS et la question 
est alors ramenée au théorème du n* 189. 

2i7. Ainsi, (fig. 4) pour construire une tangente en un 
point de la ligne de séparation suivant laquelle l'ellipsoïde 
est touché par le cône des rayons lumineux issus du point S , 
on construira : 

i*" ■»■ Le plan P tangent au point m de l'ellipsoïde; 

2* iwB La section elliptique zcœu par un plan parallèle au 
plan tangent P. 

3* HBH Lé diamètre ix parallèle au rayon lumiueux $m. 
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4* ■■■ Le conjugué tu de zx sera parallèle à la tangente 
demandée mT, qu'il sera facile alors de construire 
par le point donné m, puisque l'on connaîtra sa di- 
rection eu. 

2i8. Tout ce que nous venons de dire pour rellipsoîde, 
s'applique à l'hyperboloïde et Ton emploiera celle de ces sur- 
faces qui conviendra le mieux dans chaque cas. 



219. Tancrenta à la llg^a da aéparatioii. Si par exemple 
{fig, 5) on voulait construire une tangente au point utid de la 
courbe suivant laquelle la scotie est touchée par le cône des 
rayons lumineux issus du point 8$\ 

Le point W étant déterminé par l'une des méthodes indi- 
quées dans la Géométrie descriptive^ on construira (190) : 
1* iHHi Le plan tangent au point uu' de la surface donnée ; 
2* HM L'hyperboloïde osculatear au môme point (186). 
3* HM La section hyperbolique parallèle au plan tan- 
gent (189). 
4* HM Le diamètre parallèle au rayon lumineux qui con- 
tient le point donné. 
ST HHB Le conjugué du diamètre précédent sera parallèle 
à la tangente demandée qu'il sera facile de construire, 
puisque l'on connaît le point de tangence et la direction 
de la tangente. 
Je n'ai pas indiqué ces détails d'épuré, qui seraient la 
répétition de ce que nous avons dit au n** 191. 



220. L'opération sera plus simple si l'on veut déterminer 
}b tangente au point a& «oivant lequel la ligne de séparation 
coupe le cercle de gorge^ En effet, pour ce point, comme noua 
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l'avons fait au numéro 213, on pourra prendre pour hyper- 
boloide osoulateur, la surface de révolutio9 engendrée autour 
de l'axe par l'hyperbole qui aurait pour, axe ré^i le rayon Oo" 
du cercle de gorge 3V, et pour axe non transirerse ou ima- 
ginaire, la moyenne proportionnelle o"v entre Oo'' et o"c qui 
est le rayon de courbure au point o' du méridien. 

On n'a pas besoin de construire cette hyperbole Ho"H qui 
n'est ici que pour rappeler le principe ; les asymptotes OB, OB 
suffiront. 

1* wmmm Ges deux lignes étant obtenues, on considérera 
l'hyperbole Ho"H et ses asymptotes comme la section de 
l'hyperboloîde osculateur parle plan méridien sP. 
2* HMi On fera tourner le plan tangent P^ autour de Taxe , 
jusqu^à ce qu'il soit venu se placer dans la position P, 
parallèle au plan coupant P. 
3* "ii" La droite $'"0 sera la nouvelle projection verticale 

du rayon de lumière qui contient le point oo\ 
4^ HHB Le plan tangent P^ étant rabattu en P,, la droite 
Os"* sera la projection de Tun des diamètres de l'hyper- 
bole Ho"H, qui est la section de Thyperboloïde oscula- 
teur 'par le pian P parallèle au plan tamgent P,. 
S"" HHB La corde ky, partagée au point h en deux parties 
égales, sera parallèle au conjugué Vt/' du diamètre Os"' 
et le diamètre k^y" sera projeté sur la figure 6 en k'V"- 
6* nsM Cette dernière ligne, ramenée en fcy, sera la 
projection horizontale de la tangente demandée l^yf^ 
qu'il sera facile de construire en faisant tourner le point 
h!" de la trace horizontale du plan P, jusqu'à ce qu'il 
soit venu se placer sur la trace du plan tangent P^. . 



Î2i. Bayons de lumière tenipenta à la < 
paratlon. Il existe ici comme dans le cas où la lumière est 
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située à l'iafiai , quatre points suivant lesquds le rayon lumi- 
neux est tangent à la courbe de séparation. 

Pour déterminer ces points on pourra opérer de la manière 
suivante : 

1* Him On choisira sur la courbe o*3-7 un certain nombre 
de points suffisamment rapprochés. 

%* «m Par chacun de ces points , on construira la normale 
et l'on déterminera Iç centre de courbure avec le plus 
d'exactitude possible. 

Si la méridienne est une courbe à plusieurs centres , 
ces points seront évidemment connus puisqu'ils auront 
servi à construire la courbe. 

3* aHH Pour chaque point de la courbe 0-3-7, on déter- 
minera rhyperboloîde osculateur (186) et Tune des 
asymptotes de la section hyperbolique produite ^daos 
cette surface par un plan parallèle au plan tangent cor- 
respondant (197). 

Pour éviter la confusion, on n'a pas conservé toute 
cette partie de Tépure qui n'est que la répétition de ce 
que Ton a fait sur les figures 1 et 2. 

4*^ wmmt Par chaque point de la courbe 0-3-7 on construira 
une droite parallèle à Tasymptote de la section faite 
dans rhyperboloîde osculateur correspondant par le plan 
1 perpendiculaire au rayon de courbure \ les projections 
verticales 1", 2'', 3'^ etc.. de ces droites , seront tan- 
gentes à la courbe 0-3-7. 

5* aMB Les droites que nous venons d'obtenir seront pa- 
rallèles aux rayons lumineux qui , pour chaque point de 
la courbe 0-3-7 seraient tangentes à la ligne de sépara- 
tion correspondante (197). 

6** mmmm Les droites 1'^ 2", 3'', forment dans l'espace une 
surface réglée dont toutes les génératrices sont tangentes 
à 1^ scotie en un point de la section méridienne o-S-7; le 
rayon demandé sera donc Tune des génératrices de cette 
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surface, de sorte qu'il ne restera plus qu^à choisir parmi 
toutes ces droites celle qui passerait par le point lumi- 
neux donné. 
7* WÊÊmm Pour résoudre cette partie de la question , suppo- 
sons que le rayon de lumière cherché tourne autour de 
l'axe de la surface donnée, il engendrera un hyperboloîde 
de révolution dont toutes génératrices seront également 
tangentes en un point de la courbe 0-3-7. 
8* mimm On coupera les deux surfaces par un plan hori- 
zontal P, contenant le point lumineux donné 88\ et l'on 
obtiendra pour section la courbe l"'-3'"-6"' située dans 
la première surface, et la circonférence 5NR<'' située sur 
rhyperboloîde engendrée par le mouvement du rayon 
cherché autour de Taxe. 
9^ wmmm Les points N et R suivant lesquels se coupent les 
deux courbes l'"-3"-6'" et sNR«" étant projetés sur le 
plan vertical en N' et R', on construira les deux droites 
N'-it' et R-IS' tangentes à la section méridienne. 

Ces lignes, intersections des deux surfaces réglées, 
jouiront de la propriété conimune à toutes les droites 
situées dans la première surface d'être parallèles aux 
rayons lumineux qui en un point de la courbe 0*3-7 
serait tangent à la ligne de séparation correspondante. 
Il ne reste donc plus qu'à faire tourner les droites que 
nous venons d'obtenir jusqu'à ce qu'elles contiennent le 
point de lumière donné ss'. 
Pour y parvenir : 
10® mmm On projettera les points de tangence i 1 ' et VX sur 
la trace du méridien principal. 

On obtiendra^ainsi les projections horizontales des 
deux lignes N-11' et R-1 2'. 
Il** WÊÊmm On fera tourner ces droites autour de Taxe, jusqu'à 
ce qu'elles contiennent la projection horizontale $ du 
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point lumineux, ce qui donnera pour chacune , deux 
positions différentes sAi et <-12. 

12* WÊÊmm On déterminera bien exactennent les nouvelles 
projections horizontales des points 1^, 11, 12 et 12, 
puis des perpendiculaires à la ligne AZ détermineront 
les projections verticales de ces points sur les horizon- 
tales tracées par leurs projections 11' et 12'. 

13** wmmk Les droites s'-ll et<'-12 seront alors tangentes à 
la projection verticale de la ligne de séparation. 



222. Ainsi , parmi les tangentes que Ton peut mener à cette 
courbe, on devra distinguer, sur la projection horizontale, six 
tangentes passant par le point s , savoir : 

1^ m^ Les deux droites «o, $o tangentes aux points o, o 
du cercle de gorge. 

2" WÊÊmm Les quatre droites s-11, Ml, s-12 et ^5-12 tan- 
gentes aux points 11 et 12 à la projection horizontale 
fiozo de la courbe de séparatiorT. 

Et sur la projection verticale on aura : 

1* «MB La droite s'fi' tangente à la méridienne. 

2° mmm s'-11 tangente au point 11. 

3* —— s'-12 tangente au point 12. 

4* WÊÊmm s'2' tangente au point V du méridien. 

S* ■MB La droite t'y' tangente au point 0' de la courbe vlo^Ti. 

Les quatre premières lignes sont des rayons lumineux, la 
dernière n'est pas un rayon de lumière. 

La trace du cône formé par les rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur la courbe de séparation, aurait quatre points de 
rebroussement. 

Ces points analogues à ceux que Ton obtient lorsque les 
rayons de lumière sont parallèles, seraient déterminés par 
la rencontre des quatre rayons tangents sA\ , s*11 , s-12, 
5-12 avec le plan de projection. 
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Piédouche. 

S23« Les différentes parties qui domposent ceittè surface, 
sont en oomrtiençant par en bas (fig. 9i^ pL 19) : 

V Le dé ou parallélipipède rectangle; 

2* Le tore; 

3* U filet; 

4* La scotie ; 

S"* Le quart de rond; 

6* Un second filet. 

Toutes ces moulures , excepté le dé , sont des surfaces de 
révolution engendrées par l'ensemble des lignes qui forment 
le profil ou section méridienne. 

Tore. 

224. Cette moulur^est évidemment la partie convexe d'une 
surface annulaire qui ne diffère que par ses dimensions de celle 
que nous avons étudiée sur la planche 13. 

La courbe formant la séparation entre la partie obscure et 
celle qui est éclairée se construira comme nous Tavons dit 
alors. On pourra aussi, comme exercice, employer les prin- 
cipes des plans coupants. 

Dans ce cas , après avoir établi sur les deux projections un 
certain nombre de sections horizontales de la surface, on con- 
cevra (fig. 92) des plans tels que pg, jp'ç' verticaux et paral- 
lèles à la direction de la lumière, on construira (/ig. 91) les 
courbes jp9,pVS suivant lesquelles ces plans coupent la sur- 
face du tore, et les points m, m, suivant lesquels ces courbes 
seront touchées par les rayons lumineux, appartiendront à 
la ligne de séparation demandée. 

225. Ofhbre portée sur le tore. Le plan vertical pV 
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(/Ig. 92), coupant la surface du tore suivant la courbe p"g" 
[Hg, 91), la partie 1-2' de cette courbe sera Tombre portée 
sur le tore par la petite verticale 1-2,. suivant laquelle la sur- 
face cylindrique du filet est toucbée par le plan pV; la courbe 
1-2 étant plane et verticale, sa projection horizontale sera une 
ligne droite 1-2'. 

Une seconde courbé 1"-?', égale et symétrique par rapport 
à l'-2', proviendra de l'ombre portée sur le tore par la droite 
suivant laquelle le filet serait touché par le plan vertical p'"^"' 
{fig. 92). 

La courbe 2-3'-4-5' est à double courbure et provient de 
l'intersection de la surface du tore par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur une partie 3-5 du cercle horizontal formant 
rareté supérieure du filet. 

On pourra construire cette courbe par le moyen des plans 
coupants. 

Ainsi , rîntersection de la courbe p"g" (fig. 91), par le rayon 
de lumière 2-2', déterminera 2' pour l'ombre du point 2; on 
obtiendra de cette manière autant de points que Ton voudra 
de la courbe 2'-3'. 

Si on veut avoir beaucoup d'exactitude , il faudra mener les 
plans coupants très-rapprochés les uns des autres. 

En avançant vers le point 3', il y aura un moment où les 
rayons de lumière ne rencontreront plus les sections corres- 
pondantes et passeront au-dessus du tore sans le toucher. 

226. Le point extrême 3' sera connu lorsque le rayon lu- 
mineux deviendra tangent à la section correspondante \ on 
pourra déterminer ce point en construisant uu lieu géomé- 
trique, passant par les milieux des parties de rayon de lumières 
comprises dans les courbes de section.. 

Pour étudier complètement tous ces détails, le lecteur fera 
bien d'exécuter l'épure sur une plus grande échelle. 

La partie de courbe 3'-4'-5' contient les points suivant les- 
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quels la surface du tore serait percée une seconde fois par 
les rayons lumineux, en les supposant prolongés à travers 
la masse du solide. 11 est évident que dans la pratique on 
peut se dispenser de construire cette partie de courbe, qui 
n'a été tracée ici que pour mieux faire comprendre le ré- 
sultat. 

La courbe 2 -3'-4 -5' ne pourra avoir aucun de ses points 
au delà du plan p'9' tangent au filet, c'est pourquoi elle touche 
la section du tore par ce plan {fig 91 ). 

Si cela est nécessaire pour déterminer quelques points avec 
plus d'exactitude, on fera des sections perpendiculaires au 
plan vertical de projection. 

2S7. Enfin, on pourra employer le principe du n* 119. 
Ainsi : 

La courbe cherchée , devant résulter de la pénétration du 
tore par le cylindre formé par les rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur le cercle horizontal M, on coupera ces deux sur- 
faces par une suite de plans Jiorizontaux. Les sections pro- 
duites dans le tore seront des cercles dont les centres situés 
sur l'axe de la surface se projetteront en un seul point $\ Les 
sections du cylindre seront aussi des cercles égaux et paral- 
lèles au cercle horizontal (d, et dont les centres situés sur la 
droite o^^ auront leurs projections horizontales sur sW. 

Les intersections deux à deux dé ces difiërents cercles don- 
neront tous les points de la courbe cherchée {Géométrie des- 
criptive). 

Ainsi, par exemple, pour déterminer le point 3', on abais- 
sera la perpendiculaire oV, et du point 0" comme centre avec 
un rayon o"6", égal à ob (fig. 91 ) , on décrira l'arc 6"5', dont 
l'intersection avec le cercle 6-1 -a? déterminera 5'. 

En effet (fig. 91), le plan horizontal gy^ employé ici comme 
plan coupant auxiliaire, touche le tore en dessous, suivant 
le cercle 6-1 -a?, et coupe le cylindre formé par les rayons 
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lumineux qui s'appuient sur le cercle horizontal M, suivant 
un second cercle V'kjI égal et parallèle au premier. Les points 
5', S", résultant de l'intersection de ces deux cercles appar- 
tiennent donc aux deux surfaces qui les contiennent. 

SS8. On peut par ce moyen obtenir un point de la courbe 
à la hauteur que l'on voudra. Ainsi, par exemple, le point 
qui serait situé sur la plus grande section du tore, ou sur 
tout autre cercle horizontal. 

Il est évident que la construction précédente pourra être 
employée (/îgf. 93) toutes les fois qu'il s'agira d'obtenir Tom- 
bre portée sur une surface de révolution par un cercle dont le 
plan serait perpendiculaire à l'axe de cette surface, quelle que 
soit du reste la position occupée par le centre de ce même 
cercle. 

Ainsi , le rayon od percera le plan horizontal de projection 
en un point o', qui sera le centre d'un cercle de rayon oV, 
égal et parallèle au cercle de rayon ov. Le premier de ces 
deux cercles sera l'ombre portée par le second , sur le plan 
horizontal de projection , et les deux points 1 ,1 , suivant les- 
quels les deux cercles oV et zx se rencontrent seront les 
ombres portées sur le cercle zx par deux points du cercle 
horizontal ov. 

Le point o" sera le centre d'un second cercle dont les in- 
tersections avec la circonférence mn^ détermineront les points 
2,2 pour les ombres portées sur le cercle mnj par deux points 
du cercle horizontal ov (119). 

La courbe l".4"-5" {/î«/. 92) se déduira de l'-4'.5', en 
abaissant des perpendiculaires sur le plan de symétrie 1 -s'. 

Ainsi, en résumant, les courbes à déterminer sur le tore 
sont(/lflf. 92): 

V La grande courbe n!m!n'm*\ formant la ligne de sépa- 
ration ; 

2** Les deux petites courbes l'-2', V-2", provenant de 

12 



Digitized by 



Google 



178 SURFACES DE RÉVOLUTION. PL. 19- 

l'inteneciion du tore par les deux plans tangents au filet; 
3*" Les deux courbes 2'-4'-5', 2"-4' -5", intersections du tore 
par les rayons lumineux qui s'appuient sur le cercle horizontal 
du filet. 

FiUi. 

229. Les lignes de séparation sont (fig. 91 ) : 

V Les deux petites verticales 1-2, suivant lesquelles la 
surface cylindrique du filet est touchée par les deux plans ver- 
ticaux pV, P'Y' (/!?• 92) ; 

2* L'arc horizontal l-S-ar-^-S'^-l", sur lequel il faut distin- 
guer trois parties 1-3, l"-3'% 3-a?-J8-3'^. 

Les rayons lumineux qui s'appuient sur les deux premiers 
arcs rencontrent le tore et déterminent les deux courbes 
2^-3', 2^'-3'', tandis que les rayons qui s'appuient sur Tare 
3-â?-2-3'^ passent au-dessus du tore sans le rencontrer, et 
vont former par leur intersection avec les surfaces extérieures 
une partie du contour de l'ombre portée par le piédouche. 

Tout ce que nous venons de dire pour le tore et le filet 
s'applique au second filet et au quart de rond , qui n'est autre 
chose que la tnoitié supérieure d'un tore. 

5colte. 

230. Ligne de séparation. La courbe , suivant laquelle cette 
surface serait touchée par le cylindre parallèle à la direction 
de la lumière, se construira comme nous Tavons dit aux 
n'* 114, 209. 

Les deux petites courbes 8-9, 8'-9' (fig. 91 ), situées symé- 
triquement, par rapport au plan méridien «-!', sont les seules 
parties qu'il soit nécessaire de conserver comme ligne de 
séparation. 
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231. Lei ambres parties sur la surface par les courbes 
8-9, 8'-9' seront les deux courbes 9-10, 9'-i(y, que Ton 
obtiendra en opérant comme nous l'avons dit aux n^ il8, 
119 ou 205. 

Enfin, la courbe 8-6-8' est l'ombre portée par une partie 
du cercle horizontal v-u qui forme Taréte inférieure du quart 
du rond. 

Les points de cette courbe peuvent être déterminés par le 
principe des plans coupants. 

Ainsi, la droite T-V (fig. 93) étant la trace du plan ver- 
tical qui contient le rayon du point?, on construira (/I^. 91) 
la courbe 7-7' -12, provenant de la section de la surface par 
ce plan. 

L'intersection de la courbe 7-7-12, par le rayon de lumière 
7-7" déterminera 7" et par suite T (fig. 92). 

La section de la surface par le plan méridien t-s^ détermi- 
nera le point le plus élevé de la courbe. 

Si on veut avoir un point à une hauteur déterminée, par 
exemple sur le cercle de gorge, on emploiera le principe du 
n« 119. 

Ainsi on construira : 

l'' Le rayon uu' ; 

2"* La perpendiculaire uV, ce qui déterminera u" 
(tig- 92); 

3* Du point u", comme centre avec un rayon u'V=;=ut>, on 
décrira l'arc t? -t)'', dont l'intersection avec la projection hori- 
zontale du cercle de gorge déterminera T'\ et par consé- 
quent 7" qui appartient à la courbe demandée. 

La projection horizontale de cette courbe n'a pas été con- 
struite sur la figure 92 : 

V Parce qu'elle ne peut pas être vue; 

2*" Parce que cette courbe n'est pas nécessaire pour les opé- 
rations suivantes. 

La partie de courbe 8-1 1-8', tracée en points sur la figure 91 , 
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provient de rintersection de la surface par les prolongements 
des rayons qui déterminent la partie 8-6-8'. 

Indépendamment de cette courbe , ta surface est encore ren- 
contrée par quelques-uns des rayons qui s'appuient sur Tare 
horizontal im, ce qui donne lieu aux deux petites courbes x^ x 
(fig. 92). 

Il pourrait même arriver que quelques-uns de ces rayons 
rencontrassent le tore dans la partie éclairée située entre les 
courbes 2'-3' et n'-3' ; mais , dans Texemple qui nous occupe, 
les rayons lumineux qui s'appuient sur Tare vu passent au- 
dessus du tore , après avoir traversé une partie de la surface 
cylindrique du filet. 

Ainsi , en résumant , les courbes à déterminer sur la scotie, 
sont: 

i® La courbe 8-6-8', quiestTombre portée par l'arc hori- 
zontal wo; 

^ Les deux petites courbes 8-9, 8-9' formant séparation 
et faisant partie de la ligne suivant laquelle la surface est tou- 
chée par un cylindre parallèle à la direction de la lumière; 

3° Les deux courbes 9-10, 9'-10' qui sont les ombres por- 
tées sur la surface par les deux lignes de séparation 8-9, 8'-9'. 

Toutes ces lignes sont à double courbure. 

Ombre d'un vase. 

232. Les figures 94 et 95 (pL 20) fourniront au lecteur 
Toccasion d'appliquer les principes précédents. 

Les courbes projetées horizontalement sur la figure 95 sont, 
en allant de V k $' : 

i*" Le cercle de gorge de la scotie qui est au-dessous du 
vase; 

2" La courbe d'ombre portée sur cette scotie par le cercle 
inférieur du filet qui est au-dessus; 
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3^jLa courbe suivant laquelle cette même scotie serait tou- 
chée par un cylindre parallèle à la direction de la lumière; 

4* Le cercle de gorge de la scotie qui est au-dessus du vase -, 

S'' Un cercle tracé en ligne pleine et représentant l'orifice 
du vase *, 

6^ Une courbe en points longs provenant de Tombre portée 
sur )a scotie supérieure par Faréte du quart de rond; 

V Un cercle en points formant la projection horizontale 
commune aux deux cercles du filet, qui est au-dessus de la 
scotie inférieure ; 

8® La courbe suivant laquelle la scotie supérieure serait 
touchée par un cylindre parallèle à la direction de la lumière ; 

9* La courbe acu suivant laquelle le vase est touché par 
l'ensemble des rayons lumineux qui s'appuient sur la surface 
de ce corps ; 

10® Un cercle en ligne pleine, formant la projection hori- 
zontale commune aux deux cercles du filet qui est au-dessus 
du quart de rond ; 

' 11"" Un cercle en points formant la projection commune 
aux deux cercles du filet qui est au-dessus du tore ; 

12® Une courbe en points longs, suivant laquelle le tore 
est touché par l'ensemble des rayons lumineux qui s'appuient 
sur cette moulure ; 

13" Un cercle en ligne pleine formant la projection hori- 
zontale de l'arôte inférieure du quart de rond ; 

14® Un cercle en points représentant la plus grande section 
horizontale du tore ; 

IS"" Un cercle en points provenant de la section horizontale 

16® Enfin, un grand cercle en ligne pleine , formant 1^ pro- 
jection de Taréte supérieure mn. 

233. Indépendamment de ces courbes, il faudra déter- 
miner : 
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1* Les ombres portées sur le quart de rond et sur le tore 
par les filets qui sont au-dessus de ces deux moulures ; 

2"* L'ombre portée par la courbe am sur le filet qui est au^ 
dessus de la scotie inférieure. 

234. Les courbes vo^^pd sont les traces verticales des deux 
cylindres obliques formés par les rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur les surfaces des deux scoties. 

Les courbes de contact servant de directrices à ces deux cy- 
lindres étant enveloppées entièrement (fig, 94 et 95) par les 
ombres des cercles horizontaux ftfc, 6f , on pouvait prévoir 
qu'aucun point de ces courbes n'appartiendrait au contour 
de l'ombre portée sur le plan vertical de projection , et ces 
lignes n'ont été tracées ici que comme études. 

Balustres. 

235. Ce que nous venons de dire peut s'appliquer (fig. 96 
et 97 ) au tracé des ombres sur les balustres que Ton peut 
considérer comme des vases dont le col serait plus allongé. 

Chapiteau, 

236. .Le tracé des ombres du chapiteau (fig. 98 et 99, 
pL 21) sera, pour le lecteur, une seconde occasion d'ap- 
pliquer les principes relatifs aux ombres des surfaces annu- 
laires. 

En efTet, à l'exception de la partie carrée qui forme le 
dessus du chapiteau , et que Ton nomme le tailloir, toutes les 
autres moulures sont des parties de surfaces annulaires , et les 
lignes de séparation sur ces moulures se construiront comme 
nous l'avons dit plus haut. 
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Mais , avant d'entreprendre cette épure , le lecteur fera bien 
d'étudier sur la ^g, 8, quelles sont les lignes que Ton doit 
déterminer. 

Ainsi les lignes de séparations : 

l"" -"— Sur le tailloir, fig. 98, seront les arêtes 1-2, 3-3, 

22-a et a-20. 
2** — Sur le quart de rond, la grande courbe 5-4*9-17 
et 36 prolongée jusqu'au point 35, afin de mieux faire 
sentir sa courbure. 
3* ^"B Le cercle horizontal 10-27 , qui forme l'arête in- 
férieure du filet qui est situé au-dessous du quart de 
rond. 
4^ "iiiiB La courbe 13-13 sur la demi-surface annulaire 

qui forme l'astragale du chapiteau. 
8* ^HB Le cercle horizontal 14-28, qui forme l'arête in- 
férieure du filet qui est au-dessous de l'astragale. 
6* ^HB Enfin, la droite uy-16 suivant laquelle le fût de la 

colonne est touché par le plan des rayons lumineux. 
Quelques parties de ces lignes de séparations ne produi- 
sent pas d'ombres portées , parce qu'elles sont elles-mêmes 
plongées dans les ombres produites par les moulures supé- 
rieures. 

Ainsi, les parties 4-9 et 17^26 de la grande courbe 5-25 
du quart de rond, ne porteront pas d ombre, parce quelles 
sont entièrement recouvertes par les ombres du tailloir. 

Les parties 6-8 et v-27 du filet qui est au-dessous du quart 
de rond , ne peuvent pas former séparations , parce qu'elles 
sont elles-mêmes plongées dans l'ombre. 

11 en sera de même de la petite courbe 21-13 de l'astragale 
et de l'arc horizontal J3-28, qui appartient à l'arête inférieure 
du filet qui est au dehors de l'astragale. 

Si l'on veut se familiariser avec tous les accidents de la lu- 
mière, il faut étudier avec le plus grand soin, et se rendre 
compte de toutes les parties de l'ombre portée par une ligne. 
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Quelque composé que soit lensemble des surfaces sur les- 
quelles cette ombre est projetée. 

Ainsi, laréte 1-2 du petit bandeau qui forme la partie 
supérieure du tailloir, donne lieu à une ligne d'ombre com- 
posée de trois parties, savoir : 

\^ mÊÊÊm La droite 1-29 sur la face verticale A du tailloir. 

2* — Un petit arc d'ellipse 29-30, suivant lequel le 
plan des rayons qui s'appuyent sur l'arête 1-2 coupe le 
cavet horizontal qui raccorde la face verticale B du 
tailloir avec le petit bandeau qui est au-dessus. 

3* "HB Enfin , une petite droite 30-2 qui est l'intersection 
de la surface verticale B,par le plan des rayons lumineux 
qui s'appuient sur Taréte 1-2 du tailloir. 

Les ombres portées par les arêtes horizontales 22-a et a-20 
se décomposent de la manière suivante : 

1** ^HB Le plan des rayons lumineux qui s'appuient sur 
l'arête 22-a, coupe la surface du quart de rond suivant 
la courbe £6-4 , qui est par conséquent l'ombre portée 
par la partie jr-4 de Taréte a-22 ; la partie 22-a; porte- 
rait son ombre sur le plan vertical de projections et sur 
quelques parties de la colonne, qui ne peuvent pas être 
vues ici : 

2* «iii" Les rayons qui s'appuient sur la partie 4-6 de l'a- 
rête horizontale a-22 , coupent le petit cylindre qui 
forme le filet au-dessous du quart de rond, suivant 
une petite courbe 4-6, qui par conséquent est un arc 
d'ellipse. 

3"* «1 Quelques-uns des rayons lumineux qui s'appuient 
sur la partie 6-a de l'arête a-22, percent la partie de 
surface annulaire qui forme le cavet qui est au-dessous 
du cercle horizontal 10-27. suivant une très-petite 
courbe 6-31. 

4^ mmm Enfin, les rayons compris entre le point a de 
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Taréte a-22 et le rayon du point 31 déterminent un 
arc 31-a, qui appartient à l'ellipse aq : suivant laquelle 
le fût de la colonne est coupé par le plan des rayons 
qui s'appuient sur Taréte horizontale a-22. 

S"" BH» Les rayons qui s'appuyent sur la partie a-8 de 
Tarôte horizontale a-20 déterminent sur la colonne la 
courbe a-8, qui appartient àTellipseaft, suivant la- 
quelle le fût est coupé par fe plan des rayons lumineux 
qui s'appuient sur Taréte horizontale a-20. 

6* Bi^ Le même plan coupe le cavet qui est au-dessous 
du tailloir suivant une très-pelite courbe 8-37, et la sur- 
face cylindrique qui forme le filet au-dessous du quart 
du rond, suivant une ellipse 32-33 à laquelle appartient 
la petite courbe 37-9, qui est l'ombre portée sur le filet 
par la partie correspondante de la droite horizontale 

a-ao. 

7" BH» Le plan formé par les rayons qui s'appuient sur la 
partie 9-17 de la droite a-20 coupe la surface annulaire 
du quart de roud^ suivant la courbe plane 9-m-l7. 

8® MMB Enfin , la surface plane formée par les rayons qui 
s'appuient sur la partie 17-20 de l'arête horizontale 
a-20 coupe le plan vertical de projection , suivant la 
droite 17-20 qui forme une partie du contour de Tombre 
portée par le chapiteau. 

L'ombre portée parla grande courbe 5-25, qui forme 
la ligne de séparation sur la surface annulaire du quart 
de rond, se compose des lignes suivantes : 
9* "ii*" La courbe 10-4 est à double courbure et provient 
de Tintersertion du cylindre vertical qui forme le filet 
au-dessous du quart de rond , par le cylindre oblique 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur la 
partie 5-4 de la grande courbe 5-25. 
10® ■■" La partie 4-9 de cette même courbe est, comme 
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nous l'avons dit précédemment, plongée dans Tombre 
portée par le tailloir* 

11"" MMB Les rayons lumineux qui s'appuient sur la partie 
9-17 de la grande courbe 5-25 du quart de rond, for- 
ment une sur&ce cylindrique d*où résultent quatre par- 
ties difiTérentes d'ombres portées, savoir : 

12<* wamm La petite courbe 9-v, qui est l'ombre portée sur 
la surface cylindrique du filet par la partie correspon- 
dante de la grande courbe 5-25. 

130 mmm L'arc VU déterminé sur le fût de la colonne, par 
les rayons lumineux qui s'appuient sur l'arc vu du quart 
de rond. 

iÂt" ^HB La courbe u-21 qui est Tombre portée sur l'as- 
tragale par la partie correspondante u-21 de la courbe 
5-25. 

IS"" mmm Enfin, la courbe 21-17, qui appartient au con- 
tour de l'ombre portée parle chapiteau sur le plan ver- 
tical de projection. 

Cet arc 21-17 fait partie de la courbe 24-21-25, qui 
est la trace verticale du cylindre formé par les* rayons 
lumineux qui s'appuient sur la courbe 5-25 du quart 
de rond. 

16® mÊmm jLa partie 17-26 de cette dernière courbe est plon- 
gée dans Tombre du tailloir, et la partie 26-25 n'est 
tracée ici que pour donner plus de précision à la trace 
24-21-25 du cylindre formé par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur le quart de rond. 

17*" MB On remarquera que les ellipses 4-6, eta^ coupent 
les ellipses aA, et 33-32 suivant le rayon de lumière ac^ 
qui est l'intersection des deux plans formés par les rayons 
qui s'appuient sur les arêtes horizontales a-22 et a-20 du 
tailloir. 

18"* mmm Les rayons lumineux qui s'appuient sur le cercle 
horizontal 10-27 qui forme Taréte inférieure du filet situé 
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au-dessous du quart de rond percent la surface annu- 
laire du cavet, suivant la courbe 17-3i-37-D. 

19* "iiM La ligne de séparation 14-25-13 de Tastragale dé- 
termine la courbe d'ombre portée 14-36-2 sur le filet 
inférieur et la courbe %y^ sur le fût de la colonne. 

SO^* ^HB Enfin, la courbe à double courbure 15-z est Tom-' 
bre portée dans le cavet qui est au-dessous de l'astra- 
gale par une partie du cercle horizontal i4-28, qui 
forme l'arête inférieure du filet. 

237. Si, pour tracer les ombras, on emploie le principe 
des plans coupants , les courbes de section varieront de forme 
suivant la position de ces plans. 

Quelques-unes des sections pourront contenir jusqu'à douze 
points, savoir {^g. 101 ) : 

Le point 1 , suivant lequel un rayon de lumière touche le 
filet au-dessus du tailloir. 

Le point 2, ombre du point 1, appartient à l'ombre portée 
sur la face verticale du tailloir par l'arête inférieure du filet. 

Le point 3 , sur l'arête inférieure du tailloir. 

Le point 4, ombre du point 3, appartient à la courbe sui-^ 
vant laquelle le quart de rond est coupé par le plan oblique 
des rayons qui s'appuient sur l'arête inférieure du tailloir. 

Le point 5 faii^partie de la ligne de séparation sur le quart 
de rond. 

Le point 6 est l'ombre portée par le point précédent sur le 
filet qui est au-dessous du quart de rond. 

Le point 7, sur l'arête inférieure du filet. 

Le point 8, ombre du point 7, appartient à la courbe 
d'ombre portée sur le fût de la colonne par l'arête inférieure 
du filet. 

Le point 9 {fig, 101) appartient à la ligne de séparation 
sur l'astragale. 
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Le point iO est l'ombre du point 9 sur la surface cylin- 
drique du filet qui est au-dessous de Tastragale. 

Le point il appartient à Taréte inférieure du filet. 

Enfin le point 12, ombre du point il, fait partie de la 
courbe d*ombre portée sur le fût par Taréte inférieure du 
filet. 

238. Pour quelques plans coupants, la courbe de section 
pourra ne contenir que six points (fig. 100). 

239. Enfin , il sera possible que les rayons qui s'appuient 
sur Taréte inférieure du tailloir ne rencontrent pas le chapi- 
teau, ce que l'on reconnaîtra, parce que ces rayons passeraient 
au-dessus ou au-dessous des courbes provenant de la section 
des surfaces rondes par les plans coupants. 

Ces rayons, prolongés jusqu'à leur rencontre avec les sur- 
faces des corps extérieurs, détermineront sur ces corps l'ombre 
portée par le chapiteau. 

Je n'ai indiqué sur la fig. 99 que cinq plans coupants, 
savoir : 

i*" ■■■ Le plan Pj qui détermine le point i de l'ombre 
portée par l'arête 1-2 du tailloir. 

2** 9ÊÊÊÊm Le plan P, qui contient l'axe de la colonne et qui 
détermine sur le plan vertical de projection, l'ombre 
portée par le point 24 de l'arête a-22 du tailloir. 

3" —i-" Le plan Pj contient l'ombre portée par le point 
a, sur le fût de la colonne et sur le plan vertical de pro- 
jection. 

Ce plan contient encore le rayon ac^ qui contient les 
points communs aux deux ellipses suivant lesquelles le 
fût de la colonne et les surfaces cylindriques des filets 
sont coupés par les plans des rayons lumineux qui 
s'appuient sur les arêtes a-22 et a-20 du tailloir. 
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4'' "HB Le plan P4 détermine Tombre du point S sur la 

face B du tailloir. 
5^ i"i"iM Enfin, le plan Pg détermine les ombres portées 

par les points e, z, et u situés sur les arêtes 2-3 et a-20 

du tailloir, et sur la grande courbe 5-25 du quart de 

rond. 

11 y a peu de choses à dire relativement à l'ombre portée 
sur le plan vertical de projection , parce que cette partie de 
répure ne présente aucune difficulté. Je ferai cependant re- 
marquer que les parties des lignes de séparations qui sont 
forcées sur la figure 98, sont les directrices des différentes 
portions de surfaces cylindriques qui rencontrent les sur- 
faces du chapiteau, ou qui étant prolongées jusqu'au plan 
vertical de projection détermineraient le contour de l'ombre 
portée sur ce plan. 

Si l'ombre portée sur le plan vertical devait se détacher 
de la projection du chapiteau, il faudrait prolonger jusque 
derrière la colonne les parties de lignes de séparations néces- 
saires pour déterminer le contour correspondant de l'ombre 
portée. 

Je rappellerai encore au lecteur, qu'il ne saurait faire 
un trop grand nombre de vérifications, c'est le meilleur moyen 
d'acquérir assez d'habitude pour ne pas hésiter dans la pra- 
tique. Il fera bien aussi d'exécuter cette épure sur une 
très-grande échelle, afin de ne laisser échapper aucun détail. 

240. Dans la figure 102 , les projections du rayon de lu- 
mière font des angles de 45* avec la ligne AZ. 
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Projections obliques. 

241. Il arrive souvent, surtout dans les dessins de ma- 
chines , que Ton soit conduit à projeter des corps placés dans 
des positions inclinées par rapport aux plans de projections. 

Dans ce cas, le contour de la projection est la trace du cy- 
lindre qui serait engendré par une droite perpendiculaire au 
plan de projection , et qui dans son mouvement resterait tou- 
jours tangente à la surface du corps proposé. 

242. Le lecteur a probablement reconnu l'analogie qui 
existe entre cette question et la détermination des ombres 
lorsque la lumière provient du soleil. 

243. On conçoit effectivement que dans l'un comme dans 
l'autre cas , il s'agit de déterminer la courbe suivant laquelle 
la surface du corps est touchée par une suite de plans paral- 
lèles à une droite donnée. 

La seule différence , c'est que dans le problème des ombres, 
cette droite exprime la direction de la lumière, tandis que 
dans la recherche du contour de la projection d'un corps sur 
un plan , elle est perpendiculaire à ce plan. 

La surface cylindrique engendrée par le mouvement de 
cette droite se nomme cylindre projetant , et sa trace forme 
le contour de la projection demandée. 

244. Nous avons vu (114) que la surface annulaire du tore 
renfermait les éléments de toutes les surfaces de révolution. Le 
lecteur pourra donc appliquer à tous les cas particuliers de ce 
genre de surface, les opérations indiquées p(. 22 , fig. 103, 
104, 107, pour construire la projection oblique et les ombres 
d'une surface annulaire. 
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La section méridienne étant donnée (/i^. 103), on fera 
{fg, 104) une projection auxiliaire sur un plan perpendicu- 
laire à Taxe de la surface. 

L'épure étant disposée comme nous venons de le dire, voici 
quel sera Tordre des opérations. 

Projection. 

245. La verticale sa^fig. 103, se projettera, fig. 107, par 
un point s'\ et sur lafig. 104, par la droite s' -a' parallèle au 
plan de la projection 103. 

En opérant comme nous avons fait au n^ 114, on con- 
struira les deux courbes 1-2-3-4, 5-6-7-8, suivant les- 
quelles la surface proposée serait touchée par une suite de 
plans parallèles à la droite 5-a, s'-a', et par conséquent per- 
pendiculaires au plan horizontal de projection. 

Ces courbes seront les directrices des deux cylindres proje- 
tants verticaux qui touchent la surface extérieurement et dans 
le vide intérieur. 

Les traces de ces cylindres formeront par conséquent le 
contour de la projection horizontale de la surface. 

246. Pour construire ces traces , on abaissera des perpen- 
diculaires de tous les points obtenus sur la projection 103, et 
l'on prendra (fig. 104) la distance de chacun de ces points 
au plan méridien mn , qui , étant parallèle à la projection 103, 
aura pour trace horizontale mV (fig. 107). 

Ainsi pour obtenir x'\ on abaissera xx"y et l'on fera x"u" 
(fig. 1Q7) égal à x'u (fig. 104). 

On opérera de même pour tous les autres points. 

247. On remarquera sur la figure 107 quatre points de re-' 
broussement js, r, t, v analogues à ceux que nous avons obte- 
nus dans l'ombre portée par le tore sur la fig. 78 de la pi. 13, 
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Ces points ont lieu lorsque la verticale génératrice du 
cylindre projetant devient tangente à la courbe de contact 
(130-195). 

248. Si on voulait obtenir la projection, sur tout autre plan, 
vertical ou incliné comme Ton voudrait dans l'espace, il est 
évident qu'il suffirait de recommencer l'opération précédente, 
et de construire sur les figures 103 et 104 les courbes suivant 
lesquelles la surface serait touchée par une suite de plans per- 
pendiculaires au pian donné. 

Ces courbes seraient, comme précédemment , les directrices 
des cylindres projetants , dont les intersections avec le pian 
proposé détermineraient le contour de la projection de la sur- 
face sur ce plan. 

249. Le principe précédent est évidemment applicable à 
toutes les surfaces de révolutions ; mais, dans le cas particulier 
d'une surface annulaire , on peut obtenir très-promptement la 
projection oblique en opérant de la manière suivante. 

On construira (fig. 106) l'ellipse résultant de la projection 
de la circonférence parcourue par le centre du cercle géné- 
rateur de la surface , puis en prenant sur cette ellipse un cer- 
tain nombre de points assez rapprochés , on décrira de chacun 
de ces points comme centre , un cercle égal au cercle généra- 
teur ; la courbe tangente à toutes ces circonférences sera le 
contour de la projection demandée. 

En effet , tous ces cercles pourront être considérés comme 
les projections d'une suite de sphères dont Tenveloppc sera 
la surface proposée. 

250. La figure 105 est la projection oblique d'un cavet, et 
la figure 108 fait voir l'application que Ton peut faire de* 
principes précédents au dessin des machines. 
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251. ombres portées. Supposons que les droites $-1^ 
s"'l" {fig. 103 et 107 ) soient les deux projections d'un rayon 
de lumière : on construira la droite l-t perpendiculaire sur mn 
et faisant i'-o' {fig. 104) égal à l"-o" (fig. 107), on aura s'-H 
pour k projection du rayon de lumière sur la figure 104. 

€ela étant fait , on construira (114) (fig. 103 et 104) les 
deux courbes 9-10-11-12, 13-14-*15-16, suivant lesquelles la 
surface annulaire serait touchée par une suite de plans paral- 
lèles au rayon 5*{, s^-t'^ ces deux courbes, formant les lignes 
de séparation sur la surface , seront transportées sur la projec- 
tion 107, en faisant pour chaque point l'ordonnée u" x" de la 
fig. 107, égale à l'ordonnée correspondante u' x' de la fig. 104. 

Les courbes que l'on obtiendra seront les directrices de deux 
cylindres dont les traces formeront le contour de l'ombre por- 
tée sur le plan horizontal par la surface proposée. 



ÉTUDE d'ombres SUR DES GHAtNES. 

252. Dans les dessins de machines , on rencontre souvent 
l'occasion de projeter des surfaces annulaires dans toutes 
sortes de positions. Ainsi, par exemple, supposons que l'on 
veut tracer les ombres sur les différents anneaux d'une chaîne 
projetée sur hifig. 4 de la planche 23. 

253. Lifirne de séparation. On remarquera d'abord que 
ces anneaux ne sont autre chose que des surfaces annulaires 
dont les axes, horizontaux , sont alternativement parallèles et 
perpendiculaires au plan vertical de projection. Il sera donc 
facile , par une disposition d'épuré convenable , de ramener la 
question actuelle au principe que nous avonà exposé au n® 1 14 ; 
ainsi, il est évident que pour obtenir les lignes de sépa- 
ration sur l'un des anneaux qui sont désignés par les lettres 

• 13 
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A,A',â", il suffira d'exécuter sur les projections A et A' toutes 
les opérations qui, sur la planche 13, se rapportent aux 
^g. 77 et 78, en supposant seulement que l'épure aurait été 
renversée : c'est-à-dire que la projection A, fig, 7, de la 
planche actuelle, remplacera la projection verticale fig, 77 
de la planche 13, tandis que la projection horizontale fig. 78 
de cette même planche serait remplacée par Tune des deux 
projections A' ou A'' de la planche actuelle. 

Gela étant admis , et les projections SO, S'O' de la lumière 
étant données, on obtiendra sur l'anneau AA' les lignes de 
séparation extérieure et intérieure , par la méthode exposée 
au n® 114, ou par Tune des autres méthodes indiquées dans 
le Traité de géométrie descriptive. 

Ces deux lignes sont partout désignées sur Tépure par les 
n*» 1 et 2. 

254. Pour déterminer les lignes de séparation sur les an- 
neaux désignés sur la /{(/. 4 par B'et B'', on fera usage de leurs 
projections B et B"', fig. 7 et 6. 

On peut supposer que cette dernière figure est la projection 
de Tanneau BB' sur un plan perpendiculaire à la ligne AZ, et 
que l'on a ensuite rabattu ce plan autour de Thorizontale 
projetante de l'un de ses points , jusqu'à ce qu'il soit venu 
prendre la position indiquée fig, 6. 

En faisant m'"S"' de la pg. 6 égal à m'S' de la fig. 4 on aura 
S'^C" pour la projection du rayon lumineux qui passerait par 
le centre C de l'anneau B', fig. 4. 

Cela étant fait, il sera facile de construire sur les pg. 6 et 7 
les lignes de séparation de l'anneau BB"\ 

Ces deux lignes sont désignées sur l'épure par les n^' 3 et 4. 

255. ombres portées. Les lignes de séparation obtenues 
sur les surfaces AA'^" et BB'B", seront les directrices des 
cylindres formés par les rayons lumineux qui s'appuient sur 
les différents anneaux de la chaîne -, et les traces de ces surfaces 
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cylindriques détermineront toutes les ombres portées sur les 
plans de projections. 

Les quatre points de rebroussement qui existent sur les 
courbes d'ombres portées par les lignes de séparation inté- 
rieures, sont trop peu sensibles, dans l'exemple actuel, pour 
qu'il soit nécessaire de s'en occuper {pi. 14, /E^. 2). 

Quand on aura déterminé les traces des cylindres formés 
par les rayons lumineux qui enveloppent les anneaux, on 
indiquera par des lignes pleines les parties de ces courbes qui 
forment le contour réel des ombres portées , et l'on conservera 
le reste en lignes ponctuées. 

256. Il semble, au premier abord, que l'on pourrait né- 
gliger tout ce qui n'appartient pas au contour réel des ombres. 

Mais, pour agir ainsi, il faudrait déterminer sur les lignes 
de séparation quelles sont les parties qui portent ombre sur 
les plans de projections, et quels sont les rayons lumineux 
qui sont arétés par les différentes surfaces des anneaux. 

Ensuite , la construction entière des traces des cylindres 
formés par les rayons lumineux qui s'appuient sur les lignes 
de séparation, est souvent très-utile pour construire les 
ombres portées sur l'objet dont on s'occupe , parce que les 
points suivant lesquels se rencontrent les traces des cylindres 
formés par les rayons qui s'appuient sur deux lignes de sépa- 
ration, indiquent les points de l'une de ces lignes qui portent 
ombre sur l'autre, et facilitent en outre la recherche des points 
d'ombres portés sur toute autre ligne de la surface (119). 

Ainsi , les rayons lumineux qui s'appuient sur la ligne de 
séparation 3 de la surface B", fig. 4, forment une surface cy- 
lindrique qui a pour trace verticale la courbe 3 de Tombre 
portée. Le cylindre formé par les rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur la ligne de séparation 1 de la surface A", a pour 
trace la courbe 1 de l'ombre portée. 

Le point 5 , suivant lequel les deux courbes 1 et 3 se ren- 
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contrent, détermine le rayon 5-5 commun aux deux surfaces 
cylindriques, et ce rayon, s'appuyant sur les deux courbes, 
détermine par conséquent le point 5 , qui est l'ombre portée 
sur la courbe 1 de l'anneau A" par le point S de la courbe 3 
de l'anneau B" (119). 

On obtiendra de la même manière sur l'anneau A" le 
point 6 , qui est l'ombre portée sur la courbe^ par le point 6 
de la courbe 3 de l'anneau B" \ le point 7 déterminé sur la 
courbe 1 de l'anneau A'' par le rayon lumineux qui contient 
le point 7 de la courbe 4 de l'anneau B'', et le point 8 , qui est 
l'ombre portée sur la courbe 2 de l'anneau A" par le point 
8 de la courbe 4 de l'anneau B". 

Indépendamment des quatre points que nous venons d'obte- 
nir, il sera facile de déterminer autant de points que l'on voudra. 

Ainsi , le plus grand et le plus petit parallèle de la surface 
A'', pg, 4, ayant Je même centre 00', 

On concevra le rayon lumineux qui passerait par ce point, 
et l'on construira la trace verticale 0" de ce rayon. 

On décrira de ce point, comme centre, les deux circonfé- 
rences concentriques 9 et 10 égales au plus grand et au plus 
petit parallèle de la surface A". 

Ces deux cercles seront les traces des cylindres formés par 
les rayons lumineux qui s'appuieraient sur le cercle de gorge 
et sur le plus grand parallèle de la surface A", si cette surface 
était transparente \ les points suivant lesquels les courbes 3 et 
4 rencontrent les deux cercles concentriques 9 et 10 déter- 
mineront quatre rayons lumineux, qui s'appuient en même 
temps sur les lignes de séparation de la surface annulaire B'' 
et sur les deux parallèles 9 et 10 de la surface A"^ de sorte que 
les points 11,12, 13etl4, suivant lesquels les rayons qui 
contiennent ces points rencontrent les deux cercles 9 et 10 
de la surface A", détermineront les points d'ombre portée 
sur ces deux cercles par les points correspondants des lignes 
de séparation de la surface B". 
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Les points 13 et 14 sont trop près des points 7 et 8 pour 
que la courbe qui contient ces quatre points soit bien déter- 
minée. Il sera donc utile de chercher Quelques points intermé- 
diaires. 

Ainsi , par exemple, si par le point n de la /!</. 7, nous tra* 
çons la projection horizontale d'un rayon lumineux, nous 
déterminerons en n" Tombre portée par le centre nrt! du pa- 
rallèle 17-17 de la surface A", /îj/. 4. 

Le cercle 17-17, décrit du point n^ comme centre , sera la 
trace du cylindre forme par ks rayons lumineux qui s'appuient 
sur le cercle 17 de la surface, et les points 15 et 16, suivant 
lesquels le cercle 1 7 est rencontré par les courbes 3 et 4 de 
Tombre portée, détermineront sur la circonférence 17 de Pan- 
neau A'', les ombres portées par les deux points correspondants 
des courbes 3 et 4 de Tanneau B" (119). 

Il est évident que Ion pourra obtenir ainsi deux points sur 
chacun des parallèles de la surface A''. 

On déterminera de la même manière l'ombre portée sur la 
partie inférieure de l'anneau A'' par la partie supérieure de 
l'anneau B'. 

Ainsi, les courbes 1, 2 et les cercles 9, 10 et 17 de l'ombre 
portée sur le plan vertical de projection par l'anneau A", 
seront rencontrés par les courbes 3 et 4 de l'ombre portée par 
l'auneau B', suivant 10 points qui appartiendront aux courbes 
d'ombre portées par les lignes de séparation 3 et 4 de l'anneau 
B' sur la surface annulaire de l'anneau A". 

257. Les points désignés sur l'épure par la lettre m'' sont 
les traces des rayons qui passeraient par les points suivant 
lesquels les surfaces se touchent. En effet, le point mmly sui- 
vant lequel Tanneau A' s'appuie sur B', est évidemment situé 
sur le cercle de gorge de la surface A', et sur le cercle corres- 
pondant de la surface B'. Le rayon qui passe par le point m sera 
donc l'intersection du cylindre formé par les rayons lumineux 
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qui s'appuient sur le premier de ces deux cercles avec le cy- 
lindre des rayons qui s'appuient sur le second. 

D'où il résulte que la trace verticale du rayon commun à 
ces deux cylindres doit être située en même temps sur le cercle 
10 qui est la trace verticale du premier, et sur l'ellipse 18 qui 
est la trace verticale du second. 

Ces points no sont indiqués ici que comme exercices, car 
il est évident qu'ils ne peuvent pas porter ombre. 

258. Les /!</. 2, 3 et 5 sont les projections d'une chaîne 
dont les anneaux, fig. 2 et 5, ont la forme d'une S, et se com- 
posent évidemment de deux parties de surfaces annulaires qui 
se raccordent suivant le cercle méridien projeté sur la /Ig. 2 
par la petite droite ac. 

Les /i^. 2 et 3 serviront à déterminer les lignes de sépara- 
tion sur le chaînon ÂA', et les /ig. 3 et 5 détermineront les 
lignes correspondantes sur le chaînon BB'. 

On pourra considérer chaque chaînon comme terminé par 
deux hémisphères désignés sur la fig. 5 par m et n. 

Les lignes de séparation sur ces demi-sphères pourront être 
déterminées facilement par les principes indiqués au n* 102, 
et quand toutes les lignes de séparation seront obtenues, 
on tracera les ombres portées sur les plans de projection et 
sur les anneaux, en opérant comme nous l'avons dit plus 
haut (256). 

La partie supérieure de la chaîne contient deux anneaux 
allongés comme celui qui est projeté sur les fig. 8 et 9. 

Chacun de ces anneaux se compose de deux moitiés A et B 
d'une surface annulaire et des deux petits cylindres h et i. 

La recherche des lignes de séparation s'obtiendra en dispo- 
sant répure comme nous l'avons fait pour les chaînons en S 
projetés sur les fig. 2, 3 et 5. 

Je ne crois pas qu'il soit nécessaire de donner ici de plus 
grands détails sur cet exemple que j'indique aux élèves comme 
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sujet d'une épure qu'ils feront bien d'exécuter sur une plus 
grande échelle. 



DEUXIÈME ÉTUDE D'OMBRES SUR DES CHAtNES. 

259. La planche 24 fera facilement comprendre comment 
il faudrait disposer l'épure pour construire la projection et 
les ombres de la chaîne projetée sur les fig. Z et 7. 

Cet exemple diffère de ceux que nous avons étudiés sur la 
planche qui précède , en ce que les axes horizontaux des sur- 
faces annulaires rencontrent le plan vertical de projection 
suivant des angles de 45**. 

260. Ëpnre. Les fig. 3, 5, 6, 7, 8 et 9 contiennent toutes 
les opérations nécessaires pour construire les projections et les 
ombres de la partie de la chatne qui est projetée sur la fig, 3. 

Les détails de cette épure n'étant que la répétition de 
ce que nous avons déjà dit plusieurs fois , il suffira d'indiquer 
Tordre des opérations à effectuer pour obtenir le résultat. 

261 . Projection de la chaîne. Les différentes courbes 
qui forment le contour de la projection de la chatne sur le 
plan vertical fig, 3 sont les traces des cylindres horizontaux 
tangents et perpendiculaires au plan vertical de projection 
A'Z'. 

Ces cylindres auront évidemment pour directrices les 
courbes suivant lesquelles les surfaces de la chatne seraient 
touchées par une suite de plans perpendiculaires au plan ver- 
tical A'Z', et parallèles par conséquent à une horizontale pro- 
jetante VO, /îflf. 7. 

Pour obtenir ces courbes , on pourra opérer de la manière 
suivante. 
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l'^ Les projections horizontales des anneaux M et N étant 
construites, /Eg. 7, on concevra un plan auxiliaire de projec- 
tion â"Z" vertical et perpendiculaire aux axes des surfaces 
annulaires qui forment les deux anneaux du chatnon M. 

Cette projection auxiliaire est rabattue /îgf. 9, autour de sa 
trace horizontale A"Z". 

Les anneaux du chaînon M se projettent sur le plaa auxi- 
liaire de projection A"Z'^ par des cercles concentriques qui se 
raccordent sur ta perpendiculaire abaissée de sur A^Z". 

Les demi-sphères qui terminent chaque chaînon se raccor- 
dent avec tes surfaces annulaires correspondantes par deux 
cercles qui se projettent en ligne droite sur le plan auxiliaire 
A"Z". 

2* La droite VO , perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion A'Z', se projette sur ce plan par le point 0' et sur le plan 
auxiliaire de projection par la droite V"0" parallèle à A'^Z". 

Les dispositions précédentes étant adoptées , on exécutera 
sur les fig, 7 et 9 toutes les opérations nécessaires pour déter- 
miner les deux courbes suivant lesquelles les surfaces des 
deux anneaux du chaînon M sont touchées par les cylindres 
projetants parallèles à la droite horizontale VO , V^O". 

Pour mieux apprécier la courbure des lignes cherchées, on 
fera bien d'opérer comme si les deux surfaces annulaires 
étaient entières, sauf à ne conserver que les parties de ces 
lignes qui appartiennent à la surface réelle du chaînon. 

Les courbes que Ton obtiendra ainsi seront au nombre de 
deux pour chacune des deux surfaces annulaires, savoir : les 
courbes, suivant lesquelles les deux anneaux sont touchés 
par les cylindres projetants qui les enveloppent extérieure- 
ment, et les deux courbes, suivant lesquelles les mêmes 
anneaux sont touchés par les cylindres projetants intérieurs. 
Les cylindres projetants parallèles à la droite VO, V"0" 
touchent les deux sphères qui terminent les chaînons , suivant 
deux grands Cercles qui se projetteront sur la figure 7 par des 
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droites parallèles à Mil et dont les projections sur la figure 3 
seront par conséquent deux cercles. 

Lorsque Ton aura déterminé sur les pg. 7 et 9 les projec- 
tions des deux courbes suivant lesquelles les surfaces des an- 
neaux sont touchées par les cylindres projetants parallèles à 
la droite horizontale VO, V"0", il sera facile de projeter ces 
courbes sur le plan vertical â'Z'. 

H suflSra pour cela de tracer une perpendiculaire à A'Z' par 
chacun des points obtenus sur la projection fig, 7, et de porter 
sur cette perpendiculaire la hauteur du point correspondant 
au-dessus de A''Z", ou de toute droite horizontale de la même 
figure. 

262. Lorsqu'on aura construit sur le plan vertical A'Z', les 
projections des courbes, suivant lesquelles les anneaux du 
chatnon M sont touchés par les cylindres projetants parallèles à 
la droite horizontale VO, V"0", on construira les courbes suivant 
lesquelles les surfaces annulaire du chaînon N sont touchées par 
les cylindres projetants perpendiculaires au plan vertical A'Z'. 

Ces courbes pourront être déterminées de la même ma- 
nière au moyen de la figure 6 , qui est une projection , sur le 
plan vertical A"'Z'", perpendiculaire aux axes des anneaux qui 
forment le chaînon N ; cette seconde opération ne serait néces- 
saire que si les axes des anneaux n'étaient pas également 
inclinés par rapport au plan vertical de projection A'Z', 
comme on le voit sur la projection horizontale de la chaîne 
qui est dessinée figure 2*, mais dans Tépure actuelle, il 
résulte de la position symétrique des deux anneaux, par 
rapport au plan A'Z', que les courbes qui forment le contour 
de la projection du chaînon N sont exactement égales à celles 
qui forment le contour de la projection du chaînon M; de 
sorte que les hauteurs des différents points de ces dernières 
courbes au-dessus des droites horizontales qui passent par les 
centres des anneaux du chaînon M , donneront sur les mêmes 
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perpendiculaires les hauteurs des points correspondants des 
courbes qui forment le contour de la projection du chatnon N. 

263. Les courbes dont nous venons de parler n'ont pas été 
tracées sur les figures 9 et 6, et je n'en parle ici que pour in- 
diquer au lecteur une occasion de s'exercer à Tapplication du 
principe général énoncé au n** 243. | 

Il sera beaucoup plus simple , dans le cas actuel , de con- ' 

struire directement sur la figure 3 les courbes qui forment le 
contour de la projection des anneaux. 

Pour cela il suffit, comme nous Tavons dit au n*^ 249, de 
considérer la surface de chaque chatnon comme l'enveloppe 
des différentes positions d'une sphère mobile , dont le centre 
occuperait successivement tous les points des circonférences 
des cercles verticaux projetés sur le plan horizontal par les 
droites aa^cc. 

Après avoir construit sur le plan vertical A'Z' les ellipses 
dd et aV suivant lesquelles se projettent les cercles verticaux ^ 

aa , ce de la figure 7 , on prendra sur chacune de ces ellipses 
{fig, 4) , un certain nombre de points assez rapprochés. Puis , 
de chacun de ces points comme centre , on décrira une cir- 
conférence égale à la section méridienne de Tune des surfaces 
annulaires des chaînes. | 

Ces différents cercles seront les projections successives de | 

la sphère génératrice G , et les courbes tangentes h'b' et Uli 
formeront le contour de la projection verticale des anneaux. 
11 est évident qu'il n'est pas nécessaire de construire en- 
tièrement les cercles dont nous venons de parler, et qu'il suffira 
de tracer pour chaque sphère les deux arcs zz et ocx qui doi- 
vent contenir les points de tangence correspondants. 

11 résulte de ce qui précède que les courbes qui forment le 



Irjl 



contour des projections des ann.eaux sur le plan vertical A Z 
seront partout à égale distance des ellipses, suivant lesquelles 
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se projettent les circonférences aa et ce de la figure 7, de 

sorte que l'on pourra encore opérer de la manière suivante : 

l» m^ On commencera {fig. 4) par déterminer les foyers 

F et F' de Tellipse aV. 
2** -^ On tracera pour chaque point m' de cette courbe , 

les deux rayons vecteurs correspondants Fm', FW. 
3** ^^ La bissectrice de l'angle Fm'F' sera la normale 

au point m'. 
4* ^^ On portera sur cette normale les dislances nJrJ^ 
mlv! , égales chacune au rayon de la sphère génératrice 
de l'anneau. 
Les points n' et u' appartiendront aux courbes qui fonnent 
le contour de la projection verticale de la surface annulaire 
correspondante. 

Cette méthode est un peu plus longue que celle qui pré- 
cède *, mais elle a l'avantage de déterminer exactement chacun 
des points des courbes demandées. 

Elle permettra de plus de construire les projections de ces 
courbes sur le plan horizontal de projection. 

En effet , on remarquera que les différents points ni et u' 
des courbes VV et fc'/i' {fig. 4) sont situés dans des plans tan- 
gents perpendiculaires au plan vertical de projection. 

Or, chacun de ces plans ne peut toucher la sphère mobile 
correspondante qu'en un point du grand cercle , qui est pa- 
rallèle au plan vertical A'Z'. 

Mais ce grand cercle étant projeté sur le plan horizontal par 
une droite nu parallèle à PlII , il s'ensuit que lorsque les pro- 
jections verticales n' et v! des deux points de tangence seront 
obtenus , les perpendiculaires n'n et u'u détermineront les 
projections horizontales correspondantes n et u. 

C'est en opérant de cette manière que Ton a construit sur 
la figure 7 les projections horizontales 66, hh^ dd, kk des 
courbes qui forment le contour de la projection verticale des 
anneaux sur la figure 3. 
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Ces dernières courbes pouvant être obtenues sur la projec- 
tion verticale Â'Z' sans le secours de leurs projections horizon- 
tales, on aurait pu éviter cette dernière partie de l'opération. 

Mais on verra bientôt que les courbes 6, A, d, ft de la 
figure T nous seront fort utiles pour vérifier certains points 
essentiels des lignes de séparation et des ombres portées. 

264. Nous n'avons pas parlé des quatre points de rebrous- 
sèment qui ont lieu sur chacune des courbes qui déterminent 
le contour intérieur des projections sur le plan vertical A'Z^ 
parce que ces points, qui seraient très-rapprochés, peuvent être 
négligés ici sans aucun inconvénient (pi. 14, fig. 2). 

Ombres. 

265. li^es de séparation. Lorsque les projections sur 
le plan vertical A'Z' seront terminées , et que Ton aura bien 
reconnu les lignes qui sont vues et celles qui sont cachées, on 
construira toutes les lignes de séparations et d'ombres portées. 

Les rayons lumineux étant parallèles à la droite donnée SO, 
S'0\fig. 7 et 3), on portera s'S' de $" en S" sur la droite SS" 
perpendiculaire à A"Z", et la droite S"0" sera la projection 
d'un rayon lumineux sur le plan auxiliaire de projection A"Z". 

Cela étant fait , on déterminera (114) sur les figures 7 et 9 
les courbes extérieures et intérieures , suivant lesquelles les 
surfaces annulaires du chaînon M sont touchées par les sur- 
faces cylindriques formées par les rayons lumineux tangents, 
puis on reportera les mêmes courbes sur la projection verti- 
cale A'Z', en prenant la hauteur de chaque point sur la projec- 
tion auxiliaire A"Z". 

Les lignes projetées sur la figure 9 par les ellipses 12-13-14 
et 27-28-29 , sont les projections des grands cercles , suivant 
lesquels les deux sphères E et F sont coupées par des plans per- 
pendiculaires à la direction 80, S'^O" des rayons lumineux. 
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On peut facilement obtenir ces courbes en opérant comme 
nous l'avons dit au n* 102. 

On remarquera que ces deux ellipses, qui forment les lignes 
de séparation sur les sphères E et F, et les lignes de sépara- 
tion sur les surfaces annulaires du chatoon M, doivent se 
rencontrer sur les droites 0"H et 0"K de la figure 9, et sur 
les ellipses correspondantes de la projection A'Z', ces der- 
nières lignes, qui n'ont pas été conservées sur Vépure, étant 
les projections des deux grands cercles, suivant lesquels les 
surfaces des anneaux se raccordent avec les deux sphères qui 
les terminent. 

Ainsi , en partant du point 1 , qui est projeté figure 9 , sur 
le bord , à droite et au bas de Tépure , la ligne de séparation 
sur le chaînon M'' se compose d'abord de l'arc 1-2-3, qui ap- 
partient à la ligne de séparation extérieure de l'anneau B''. 

Cette courbe se raccorde au point 3 avec la ligne de sépara- 
tion intérieure de l'anneau A''. 

Delà elle se dirige par les points 4-5*6 et 7, suivant lesquels 
elle vient couper le cercle de gorge \ elle passe ensuite par les 
points 8-9-1 0'II et 1 2, où elle est remplacée par la demi -ellipse 
12-13 et 14, qui forme la ligne de séparation sur la sphère E. 

Du point 14, la ligne de séparation se reporte sur la partie 
convexe de l'anneau A", et passe par les points 15-16 et 17, 
suivant lesquels elle coupe le plus grand parallèle de l'anneau 
A", après quoi elle continue sur la partie convexe de l'anneau 
A", en passant par les points 18-19-20. 

Arrivée là , elle se raccorde avec la ligne de séparation in- 
térieure de l'anneau B", dont elle contourne la partie creuse 
en passant par 21-22-23 et 24, puis après être sortie du 
cadre elle passe par 25 et 26 , et arrive au point 27, où elle 
est remplacée par la demi-ellipse 27-28 et 29 qui forme la 
ligne de séparation sur la sphère F. 

Du point 29, la ligne de séparation 29-30 est formée par la 
courbe de contact extérieure de l'anneau B", dont elle par- 
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court la surface convexe , puis après être sortie deux fois du 
cadre de l'épure , elle revient au point 1 , par lequel nous 
avons commencé. 

Les mêmes numéros permettront de suivre cette courbe 
dans toutes ses sinuosités sur la projection verticale â'Z' et sur 
les ombres portées. 

Mais, pour éviter la confusion sur la projection horizon- 
tale (/Ig. 7), je n'ai indiqué par des chiffres que les points les 
plus remarquables. 

266. En procédant de la même manière, il sera facile de con- 
struire les lignes de séparation sur les deux surfaces annu- . 
laires du chaînon N {fig. 6). 

Ainsi , la distance j'S' de la figure 3 étant reportée de &"' en 
S'" sur la projection auxiliaire A'"Z'", on obtiendra S'"©"' pour 
la projection du rayon lumineux SO,S'0'; puis, parles mé- 
thodes exposées au n" 114, on déterminera les lignes de 
séparation extérieures et intérieures sur les deux anneaux du 
chatnon N. 

Ces courbes étant obtenues sur les figures 6 et 7, on les 
reportera sur la projection verticale {fig. 3) , en opérant 
comme pour les courbes des anneaux A et B du chatnon N. 

Les lignes de séparation sur les sphères T et U pourront encore 
être déterminées sur les projections 6 et 3 par la méthode 
exposée aun^ 102, et l'on remarquera que les ellipses suivant 
lesquelles ces courbes se projettent , et les lignes de séparation 
sur les anneaux du chaînon N , se rencontrent, figure 6, sur les 
droites o'"G eto"'L, et figure 3 sur les projections des cercles 
suivant lesquels les deux sphères se raccordent avec les anneaux 
correspondants. Ces ellipses n'ont pas été conservées. 

Ainsi, en commençant par le point 31 , sur le bord infé- 
rieur du cadre [fig. 6), la ligne de séparation 31-32, située 
sur la partie convexe de l'anneau D'", vient se raccorder au 
point 32 avec la ligne de séparation intérieure de l'anneau C"; 
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de là elle passe par le point 33 , puis après avoir coupé le 
cercle de gorge en un point 34, elle contourne le vide inté- 
rieur de l'anneau G"', passe ensuite par les points 35 et 36, 
après lequel elle coupe une seconde fois le cercle de gorge au 
point 37, elle arrive alors au point 38, où elle est remplacée 
par la demi-ellipse 38-39 et 40, qui forme la ligne de sépara- 
tion sur la sphère T. 

Du point 40, la ligne de séparation parcourt la surface con- 
vexe de l'anneau G"' en suivant les points 42-43 et 44 , où 
elle coupe le plus grand parallèle, puis elle passe par les 
points 45 et 46, où elle se raccorde avec la ligne de sépara- 
tion intérieure de l'anneau D"' , et coupant le cercle de gorge 
aux points 47 et 48 , elle arrive au point 49, et parcourt la 
demi-ellipse 49-50 et 5t , qui est ensuite remplacée par la 
courbe extérieure de l'anneau D'" jusqu'au point 31 , par 
lequel nous avons commencé. 

On pourra facilement retrouver les parties de cette courbe 
sur la projection verticale fig.Zei sur les ombres portées. 

267. ombres portées sur les plant de projection. 

Les courbes de séparations déterminées sur tous les anneaux 
seront les directrices des surfaces cylindriques formées par les 
rayons lumineux qui s'appuient sur les différentes parties de 
la chaîne ; et les traces de ces différents cylindres formeront le 
contour des ombres portées sur les plans de projection. 

Si le point 1 de la figure 9 était projeté sur le plan vertical 
A'Z', cette projection serait située un peu au-dessus du bord 
supérieur du cadre , et le point 1 que Ton voit sur le contour 
de l'ombre portée serait alors déterminé par le point 1 de la 
ligne de séparation. 

Or , en commençant par ce point , la trace du cylindre formé 
par les rayons lumineux qui enveloppent le chaînon M' passe par 
le point 2 et arrive au point 3, qui est Tombre portée par le point 
de raccordement des deux courbes 1-2-3 et 3-4-5 de la figure9. 
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Du point 3 , la ligae d'ombre portée parcourt les points 
4-5-6-7-8-9-10-11 et 12, où elle se raccorde avec la demi- 
ellipse 12-13 et 14, qui est l'ombre portée par la sphère Ë'. 

Du point 14, l'ombre devient 15-16-17-18-19-20-21-22- 
23-24-25-26 et 27. 

Elle se raccorde à ce dernier point avec la demi-ellipse 
27-28 et 29 , qui est l'ombre portée par la sphère F' qui 
termine l'anneau supérieur du chaînon M'. 

On remarquera que l'ellipse 11-12-13 est absolument égale 
et parallèle à Tellipse 27-28-29. 

Du point 29 la trace du cylindre remonte vers le point 30 
et parcourt un arc qui vient se terminer au point 1 par lequel 
nous avons commencé. 

Par conséquent , si aucun des rayons lumineux n'était 
arrêté par les surfaces de la chaîne , le contour de l'ombre 
portée serait une courbe continue qui , commençant et finissant 
par le point 1 , passerait sans interruption par tous les numéros 
de 1 à 30. 

268. Cette courbe contient quatre points de rebrousse- 
ment, 6, 8, 22 et 24. 

Les deux premiers sont les ombres des points suivant les- 
quels la courbe de séparation intérieure de l'anneau ÂA'' est 
touchée par les rayons de lumière correspondants. 

Les points 22 et 24 appartiennent à la courbe de sépara- 
tion intérieure de l'anneau BB" du chaînon M. 

Ces points ne sont pas sur la projection verticale des an- 
neaux. 

Les quatre points 6 , 8, 22 et 24 sont déterminés par leurs 
projections sur les f,g. 7 et 9. 

Ces projections pourraient être obtenues rigoureusement 
par les principes que nous avons exposés au n"* 195; mais, 
dans la pratique , on peut se contenter de ce que nous avons 
dit au nM 30. 
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Ainsi j après avoir déterminé les points 6 et 8 sur les pro- 
jections 9, 7 et 3, on s'assurera : 

1* "ii" Que les deux projections correspondantes de 
chaque point sont situées sur une perpendiculaire à la 
ligneA"r ouA'Z'5 

2* aiMB Que partout la projection du rayon de lumière qui 
passe par l'un des points dont il s'agit, est tangente à 
la projection correspondante de la courbe ; 

3* ^mm Enfin, que les projections de ces points sur la 
fig. 3 sont bien exactement à la même hauteur que les 
projections des mêmes points sur la fig. 9 ; ces hauteurs 
étant comptées à partir des horizontales qui passent par 
les points 0' et 0" de ces deux figures. 

Le point 123 de TanneauA'' et le point correspondant de 
l'anneau B'' n'existent pas , puisqu'ils seraient situés sur les 
parties supprimées des lignes de séparation correspondantes. 

Le point 1 1 de l'anneau A' A'' et le point 26 de l'anneau 
B'B'' existent, mais ils sont si près des points 12 et 27 suivant 
lesquels les lignes de séparation des anneaux se raccordent 
avec les cercles de séparation sur les sphères qui les termi- 
nent, qu'il serait impossible, même en exécutant l'épure sur 
une très-grande dimension , de rendre sensible la distance de 
ces points sur laeourbe d'ombre portée ; ce qui provient surtout 
de ce qu'aux points 12 et 27 les rayons lumineux devenant 
tangents à la courbe de séparation, une petite partie de cette 
ligne se confond avec la direction de la lumière et les rayons 
lumineux des points 11 et 12 étant extrêmement près l'un de 
l'autre, la distance de leurs traces verticales est par conséquent 
insensible. 

269. La trace du cylindre formé par les rayons lumineux qui 
s'appuient sur le chatnon N diffère beaucoup, fig. 1 , de la trace 
précédente-, ce qui provient de ce que les anneaux de ces deux 

U 
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chatnoDs ne sont pas exposes de la même manière à Taction 
des rayons lumineux. 

Ainsi; en commençant, fig. 7^ par l'ombre portée sur le plan 
horizontal de projection par le point 31 du chaînon N. 

On obtiendra d'abord Tare 31-32, puis la courbe se brise 
au point où elle rencontre la ligne A'Z', et parcourt sur le plan 
vertical de projection un petit arc qui contient les points 115, 
112 et 33. 

Immédiatement après , le contour de l'ombre rencontre 
une seconde fois la ligne Â'Z', où elle se brise encore pour 
se porter sur le plan horizontal de projection , en passant par 
les points 35-36 et 38. 

Ici la courbe se raccorde avec la demi-ellipse 38-39 et 40 
qui provient de Tombre portée sur le plan horizontal par la 
sphère T du chaînon N, /!(/. 6. 

Du point 40 la courbe d^ombre portée sur le plan horizontal 
passe par les points 41-42-43 et rencontre une troisième fois 
la ligne A'Z', où elle se brise pour se relever sur le plan ver- 
tical de projection en passant par les points 44-4S-80-81-46- 
47-89-94 et 49. Elle se raccorde ici avec la demi-ellipse 4^50 
et 81 qui provient de Tombre portée par la sphère U du chat- 
non N, fig, 6. 

Du point 51 la courbe remonte vers le point 124 et redes- 
cend ensuite en passant par les points 93 et 88, puis elle va 
couper une quatrième fois la ligne â'Z', après quoi elle vient 
se terminer au point 31 par lequel nous avons commencé. 

Ainsi , les cylindres formés par les rayons lumineux qui en- 
veloppent l'anneau N forment une surface continue dont la 
trace peut être suivie sans interruption , en commençant et 
finissant par le point 31. 

) 
270. Ou peut voir sur la figure 1 et sur l'ombre portée 
par Vanneau qui serait au-^dessus de H', quelle serait la forme 
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de la courbe précédente si les rayons lumineux n'étaient pas 
arrêtés par le plan horizontal de projection. 

S71 . Les peints de rebroussement de la courbe qui forme 
le contour de Tombre portée par le cbatnon N sont tout à 
fait insensibles, et peuvent être négligés sans inconvénient. 

272. Lorsque les ombres déterminées par les rayons 
lumineux qui enveloppent la chaîne seront obtenues , on tra- 
cera en lignes pleines la partie réelle du contour et l'on con- 
servera le reste en lignes ponctuées. 

273. La courbe 18-103-107-108-113-112 et IS est Tom- 
bre portée sur le plan horizontal et sur une partie du plan 
vertical par la partie de Tanneau 0' qui est projetée sur la 
figure 3 de l'épure. 

274. ombre» portées sur tes anneaux. Cette partie de la 
question est celle qui offre ordinairement le plus de difficultés. 

Il semblerait cependant, au premier abot d^ que l'opération 
doit consister pour chaque point, à trouver l'intersection du 
rayon de lumière qui contient ce point avec la surface sur la- 
quelle son ombre est portée, de sorte que tout se réduirait à 
Tapplication répétée du principe, au moyen duquel on trouve 
rintersection d'une droite avec une sur&ce. 

Cela est parfaitement vrai^ mais on s'abuserait beaucoup 
si Ton croyait pouvoir ainsi ramener toutes les opérations 
partielles à un principe général. 

La grande variété des surfaces exposées à l'action de la lu- 
mière et de celles sur lesquelles les ombres sont portées, les 
accidents nombreux qui résultent de leurs diverses positions 
dans l'espace, combinées avec la direction de la lunnère, 
exigent des dispositions d'épurés sans lesquelles il serait sou- 
vent très-difficile de réussir. 

Je l'ai dit bien des fois, ce n'est pas avec des principes gé- 



Digitized by 



Google 



Î12 SURFACES DE RÉVOLUTION. FL. 24- 

néraux que Ton feit de la pratique. Celui qui vaudrait em- 
ployer partout la même méthode n'arriverait à rien ^ c'est 
comme un ouvrier qui voudrait exécuter toutes les parties d'un 
travail composé avec un seul outil ; H parviendrait peut-être, 
avec beaucoup d'adresse et une grande patience, à obtenir un 
' résultat remarquable, mais il y passerait dix. fois autant de 

1 temps qu'un autre, et ne ferait pas mieux. 

1 Je ne veux pas dire qu'il faille négliger Tétude de la théo- 

I rie^ c'est toujours par là qu'il faut commencer, si Ton 

I veut comprendre tons les détails de Tapplication. Mais si Ton 

ne s'exerce pas, par de nombreux exemples, à reconnaître 
dans chaque ca^ les eirconstances particulières, ou les mé- 
thodes d'abréviation qui peuvent simplifier le travail , on ne 
deviendra jamais habile praticien. 

11 est certainement très-utile de démontrer la généralité 
d'un principe, mais il ne faudrait pas cependant reculer de- 
vant le travail beaucoup plus long qui résultede son application. 
J'inriste sur ce qui précède, parce que beaucoup de per- 
sonnes croient smmt dès qu'elles comprennent , ce qui n'est 
pas du tout la même chose. Reculant devant les exercices né- 
cessaires pour acquérir l'habitude des applications , elles 
affectent de dédaigner les détails de la pratique comme ne 
présentant plus aucune difficulté, et renvoient cette étude au 
moment où elles auront l'occasion d'en faire usage; puis, lors- 
que ce moment est arrivé, elles sont tout étonnées de ne point 
réussir, et en concluent quelquefois que la théorienesert à rien, 
ce qui provient seulement de ce qu'elles ne se sont pas suffi- 
samment exercées à en faire l'application. 

275. Mais pour revenir à notre étude, dont je me suis 
peut-être un peu trop écarté, nous remarquerons que l'une 
des plus grandes difficultés n'est pas de trouver l'ombre d'un 
point, mais de savoir sur quelle partie de la surface cette 
ombre doit être cherchée. 
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C'est^ alors que les ombres portées sur les plans de projec- 
tion seront pour nous d'un grand secours. 

276. ombre portée par l'aimean B sur la sphère s. 

En effet, de ce que la courbe 1-2-3 qui forme le contour 
de l'ombre portée par une partie de la ligne de séparation du 
chaînon N*, rencontre l'ellipse 12-13-i4, on peut conclure 
que les surfaces cylindriques formées par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur ces deux courbes, se coupeàt suivant un 
rayon commun qui passe par le point 55, et qui détermine 
par conséquent sur l'ellipse i2*13 et 14 de la sphère E, l'ombre 
portée par le point 55 de la ligne de séparation 1-2-3 du 
chaînon M' (119). 

Le point 56 de Fombre portée est la trace verticale d'un 
second rayon commun aux deux cylindres, et ce rayon déter- 
minera également sur l'ellipse 12-13 et 14, l'ombre portée 
par le point 56 de la ligne de séparation du chaînon M'. 

Les deux points 55 et 56 de l'ellipse 12-13-14, doivent 
donc être liés entre eux par une courbe 55-57-56 qui est 
l'ombre portée sur la sphère E', par la ligne de séparation 
1-2-3 du chaînon Hf. 

Cette courbe située derrière la sphère E* {fig. 3) ne peut pas 
être vue sur cette projection, mais il est facile de la retrouver 
sur la figure 9. 

Or, le but que l'on se propose particulièrement dans l'étude 
actuelle, étant de construire les ombres sur lav projection 
. {^9* 3), il est évident que l'on peut négliger la. courbe dont 
nous venons de parler , et ne tracer sur les projections auxi- 
liaires des figures 6 et 9 que ce qui est indispensable pour 
compléter la figure 3. 

Mais, comme il s^agit ici de s'exercer à l'application des 
principes, nous chercherons un point de la courbe 55-57 et 5& 
comme si elle devait être vue sur la figure 3. 

Plusieurs méthodes peuvent être employées dans ce but. 
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Ainsi an plan parallèle à la direction de la lumière , coupera la 
sphère E suivant un cercle qui, projeté ou rabattu, contiendra 
le point demandé. 

Hais il est évident, que la difficulté consiste à éviter la con- 
fusion qui pourrait résulter de la position dans Fespace du 
plan coupant que l'on aurait choisi. 

Or, on doit se rappeler {Géamétrie deicripHve et Ombres) 
que pour obtenir l'intersection d'une sphère avec une surface 
cylindrique, la disposition d'épuré la plus favorable consiste 
à employer un plan de projection parallèle au cylindre, puis à 
couper la sphère et le cylindre donné, par des pians parallèles 
à ce nouveau plan de projection. 

Ces plans rencontreront la sphère suivant des cercles qui 
se projetteront alors par des cercles, et dont les intersections 
avec lea génératrices du cylindre détermineront autant de 
points que l'on voudra de la courbe demandée. 

Ainsi, dans le cas actuel, on fera (fig, 8) une projec- 
tion M'^ du chaînon M sur un plan perpendiculaire à celui 
de la figure 9, et parallèle à la projection OV du rayoD 
lumineux. 

Cki fera u'^'S'^ de la figure 8, égal à ti5 de la figure 7 ; et la 
droite S'^O'^ sera la projection d'un rayon lumineux sur le plan 
de la figure 8. 

On construira sur la figure 8 la projection 2**3*58 de 
l'arc 2-58-3 de ranneauB". 

Les différents points de la courbe %SS (fig, 8) se dé- 
duiront de leur projection (fig. 9), et Ton prendra sur la 
figure 7 la distance de chaque point au plus grand paral- 
lèle de l'anneau M. 

Cela étant fait, si Ton veut obtenir sur la courbe ^5-57-56 
le point «qui est situé dane le plan P qui contient le centre 
de la sphère fl, et qui est perpendiculaire au plan de la 
figure 9 , on projettera le point 57 d^ la courbe %d sur 
ki figure 8, et l'intersection du rayon correspondant avec 
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la ciroonférence 59, déterminera le point demandé que Ton 
projettera ensuite sur la figure 9. 

On pourra obtenir ainsi autant de points que l'on vou- 
dra , en coupant la sphère et la courbe 2-3 par des plans 
parallèles à la projection (fig. 8). 

Il faudra seulement se rappeler que les sections dans la 
sphère seront des petits cercles dont les rayons seront don- 
nés par la figure 9, et dont tous les centres se projetteront 
en un seul sur la figure 8. 

C'est ainsi que le point 58 a été obtenu , en. coupant la 
sphère et la courbe 2-3 par le plan P^ parallèle au plan de 
la figure 8. 

277. On peut vérifier les opérations précédentes, en repor- 
tant sur les figures 7 et 3 les points ainsi obtenus sur la courbe 
55-57 et 56, les traces verticales des rayons lumineux cor- 
respondants devront être situées sur la courbe i-2-3 de 
l'ombre portée. 

278. Le point 55 suivant lequel l'ellipse 12-13-14 est 
rencontrée par la courbe 56-57*58 peut être obtenue 
sur la figure 9, en employant la méthode suivante : 

l"" wmm Le plan P, perpendiculaire au rayon de lumière 
S'^'O'^ (/Sjjf. 8) coupe la sphère E''' suivant le grand cercle 
qui forme sur cette sphère la ligne de séparation, et 
qui, rabattu sur la figure 9 , devient le cercle 71 . 

2"^ aiBB Le môme plan P« de la figure 8 coupe le cylindre 
des rayons qui s'appuient sur la ligne de séparation 2-3 
suivant une courbe qui , étant rabattue, devient 72 
(/îflf.9). 

S"" mmm La courbe 72 coupera le cercle 71 suivant un 
point 55, qui ramené dans le plan P^ {fig. 8) détermi* 
nera le point 55 sur l'ellipse 12-13 et 14 de la figure 9, 
d'où il sera facile de reporter le même point sur le& 
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figures 7 et 3 , et de vérifier sa position sur i'omhre 
portée par les courbes i-2-3 et par l'ellipse 12-13 et 14. 

279. Ombres portées dans le crenz des anneaux (117). 
La courbe 55-57 et 56 s'arrête à ce dernier point , où 
elle est remplacée par la courbe 56-125-6 qui est l'ombre 
portée sur la partie creuse de Tanneau Â'^, par la ligne de sé- 
paration 3-4-5 et 6. 

Le point d'ombre portée 56 est situé sur le grand cercle 
suivant lequel la demi-sphère E se raccorde avec la surface 
de l'anneau A". 

Ce grand cercle , perpendiculaire au plan de la figure 9, 
se confond sur cette projection avec la droite 0''H. 

La courbe d'ombre portée 56-125 et 6 se construira par 
l'un des moyens exposés aux n" 117 et 118. 

Ces opérations sont indiquées sur la figure 8^ et sur la pro- 
jection B'' de l'anneau supérieur du chaînon M. 

280. Ainsi, la courbe 24-25 et 26 de l'anneau B" étant 
projetée sur la figure 8, on concevra le plan Ps perpendicu- 
laire au plan de la figure 9. 

La section de l'anneau B" par le plan Ps sera une courbe 73 
que l'on obtiendra facilement (fig, 8) en établissant sur l'an- 
neau B" des cercles horizontaux qui n'ont pas été conservés. 

Le point 60, suivant lequel le planP, coupe la courbe 24-25, 
sera également projeté sur la figure 8, et le rayon correspon- 
dant déterminera sur la courbe 73 le point d'ombre portée 
par le point 60 de la ligne de séparation 24-25. 

Le point 75, qui est le plus bas de la courbe , sera déter- 
miné de la même manière, en coupant la surface par le plan 
méridien P4 parallèle au rayon lumineux S'^O", et par consé- 
quent à la projection auxiliaire (fig. 8). 

La section de l'anneau B" par le plan P4 est un cercle 74 
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dont une partie forme le contour de la projection de Tan- 
neau B" sur la figure 8. 

281 . Si pour vérifier quelques-uns des points obtenus, ou 
pour en déterminer de nouveaux, on veut employer le prin- 
cipe exposé au n** 119, on pourra considérer la ligne de 
séparation 24-26 de l'anneau B'' et le parallèle 61 , sur lequel 
je suppose que l'on veut obtenir le point d'ombre portée , 
comme les directrices des deux cylindres formés par les rayons 
lumineux qui s'appuient sur ces courbes. 

Les intersections de ces deux cylindres {fig. 8), par un plan 
Pe parallèle au cercle 61 de l'anneau B'\ détermineront sur In 
figure 10, un peu au-dessus de la projection de l'anneau B", 
la courbe 24-62-26 et la circonférence 61 égale au parallèle 
61 de l'anneau B"; le point 60, suivant lequel la courbe 24-62 
est coupée par le cercle 61 , déterminera le rayon commun 
aux deux cylindres, et l'intersection de ce rayon avec le paral- 
lèle 61 de l'anneau B'' donnera le point 60 pour l'ombre 
portée sur ce parallèle par le point 60 de la ligne de sépara- 
tion 24-26. 

La courbe 24-62-26 et la circonférence 61 de la figure 10 
se coupent suivant un second point 64; et le rayon corres- 
pondant déterminerait un second point d'ombre portée sur 
le parallèle 61 ; mais il est évident que ce point n'existera 
pas sur l'anneau B", puisque cet anneau est interrompu à 
l'endroit ou le point dont nous parlons serait situé. 

11 sera donc utile de rechercher le point suivant lequel le 
prolongement du rayon 64 perce la surface de l'anneau A" et 
l'on y parviendra facilement en construisant sur la figure 8 
la projection de la courbe suivant laquelle l'anneau A'', est 
coupé par le plan Pg qui contient le rayon 64. 

282. Ainsi, l'ombre portée dans le creux de l'anneau B" 
par la ligne de séparation 24-25 et 26s'arête au point 63, et 
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passant par le point 64, elle arrive au point 27 où elle est rem- 
placée par la courbe 27-65-66 et 67, qui est Tombre^portëe 
par la sphère F sur Tanneau A'' du chatûon. 

283» ombre portée par la ephère F siir rannean a. 

Pour obtenir cette dernière courbe, on reprendra la projec- 
tion auxiliaire {fig. 8), et Ton pourra faire usage des plans 
coupants. . 

Ainsi, le plan P^ déterminera (Jig, 8) la courbe 76 sur la- 
quelle on obtiendra Tonobre portée par le point 65, qui est le 
plus élevé de Tellipse qui forme la séparation sur la sphère F. 

Le plan coupant Pg déterminera Vombre portée sur Tan- 
neau A" par le point 27 de la sphère F, et ainsi de suite. 

Pour obtenir le point 66 suivant lequel la courbe 27-67 
coupe le plus grand parallèle de Tanneau A", on emploiera le 
principe du n"" 119. 

Ainsi, on construira reUip$e 68 suivant laquelle le cylindre 
formé par les rayons qui s'appuient sur la sphère F est coupé 
par le plan Pe de la figure 8 *, on construira également Tare de 
cercle 69 suivant lequel le plan Pe coupe le cylindre des rayons 
qui s'appuient sur le plus grand parallèle de Tanneau A", et le 
point 66, commun à ces deux courbes, déterminera l'ombre 
portée sur le plus grand parallèle de l'anneau A'' par le point 
correspondant de l'ellipse qui forme la ligne de séparation 
sur la sphère F. 

Pour obtenir le point 67 suivant lequel la courbe 27-67 
vient couper la ligne de séparation 18-19*20 de l'anneau A'', 
on projettera cette dernière courbe sur la figure 8, on con- 
struira (/Sg. 9) la courbe 70 suivant laquelle le plan Pe de la 
figure 8 coupe les rayons qui s'appuient sur la courbe 19 et 20* 

L'intersection de l'ellipse 68 avec la courbe 70 déterminera 
le rayon commun 67, et par suite l'ombre portée sur la 
courbe de séparation 19-20 de l'anneau A" par le point cor- 
respondant de l'ellipse qui forme la séparation sur la sphère F. 
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La courbe d^ombre portée dans le creux de l'anneau A" 
pourrait être obtenue en recommençant les opérations par les- 
quelles on a déterminé Tombre dans le creux de l'anneau B", 
mais les deux courbes étant égales, il suffira de reporter les 
points homologues avec le compas en ne conservant de cha- 
cune de ces courbes que ce qui existe sur la surface réelle de 
Tanneau correspondant. 

284. Pour ne rien oublier, nous remarquerons que la petite 
courbe 56-3 de l'ombre portée sur la partie creuse de l'an- 
neau A" (/I9. 9), provient des rayons qui s'appuient sur la 
partie correspondante 56-3 de la courbe qui forme la sépa- 
ration sur la partie convexe de l'anneau B'' tandis que la 
courbe 3-125-6 est l'ombre déterminée sur la surface de l'an- 
neau A", par les rayons qui s'appuient sur la courbe 3-*4 et 6 
du même anneau. 

285. Ainsi, en faisant abstraction des courbes que nous ne 
connaissons pas encore, et qui proviendront des ombres por- 
tées par le chaînon N sur la surface du chaînon M, le contour 
de l'ombre sur la surface de ce chaînon sera, en commençant 
par le point 1 : 

1» ^Hi La courbe de séparation 1-2-3-4-5 et 6 ; 

2» wm^ La courbe d'ombre portée 6-125 et 3; 

3* mamm La petite courbe d'ombre portée 3-565 

4"* mamm La courbe 56-57-55, formant l'ombre portée sur la 
sphère E par la ligne de séparation extérieure de l'an- 
neau B''f 

S'' mmm L'arc d'ellipse 55*14» formant séparation sur la 
sphère E ; 

&" fi«M La courbe de séparation 14-1647-18-19 et 67 ; 

7'' mmm La courbe 67-66-65; et 27 qui est l'ombre portée 
par la sphère F sur l'anneau A"^ 

S"" mmm La courbe d'ombre portée 27-64 et 63, déterminée 
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par quelques-uns des rayons qui s'appuient sur la ligne 
de séparation intérieure de l'anneau B'' \ 
9» mtam La courbe d'ombre portée 63-75-60 et 24, déter- 
minée sur l'anneau B" par les rayons qui s'appuient sur 
la ligne de séparation intérieure du même anneau ; 

IQo ,,,„^ i^g ]|g,)e ^g séparation S4-25 et 96, dont une par- 
tie produit l'ombre précédente ; 

{ |o ii^^i^ ^g petite courbe 26-27, qui fait partie de la courbe 
26-75-24, et qui est par conséquent l'ombre portée sur 
la partie intérieure de l'anneau B" par quelques-uns des 
points qui précèdent le point 26, en venant du point 25 ; 

12* — L'arc d'ellipse 27-28 et 29, qui forme séparation 
sur la sphère F \ 

13*^ aiMB Enfin, la courbe 29-30 et 1, qui forme la sépara- 
tion sur la partie convexe de l'anneau B'^ 

286. Quand toutes les courbes déterminées sur les fi- 
gures 8 et 9 auront été reportées sur les projections 7 et 3, 
et lorsque tous les points essentiels seront bien vérifiés, on 
fera une étude analogue sur les figures 5 et 6. 

Ainsi, la figure 5 étant une projection du chatnon N" 
sur un plan parallèle au rayon lumineux S'"0'", on fera la 
droite rCS' de la figure 5, égale à la distance nS de la figure 7, 
et l'on obtiendra S'^O^ pour la projection du rayon de lu- 
mière sur la figure 5. 

287. Nous avons déjà remarqué que, par suite de la direc- 
tion de la lumière par rapport aux surfaces du chatnon N, 
les points suivant lesquels les rayons lumineux deviennent 
tangents aux courbes de séparation intérieures des anneaux 
sont si rapprochés qu'il serait impossible de les distinguer sur 
l'épure; d'où il résulte qu'il sera également impossible d'in- 
diquer la courbe extrêmement petite déterminée par quelques- 
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uns des rayons qui s'appuient sur la courbe de séparation in- 
térieure dans le voisinage des points 34 et 37. 

Nous n'aurons donc à chercher ici que la courbe 77-. 
78 et 79, qui est Tombre portée sur la sphère T par une 
partie de la ligne de séparation extérieure de Tanneau D''\ et 
la courbe 80-50 et 81 , qui est l'ombre portée sur la surface 
de Vanneau C" par une partie de l'ellipse qui forme la ligne 
de séparation sur la sphère U. 

288. ombre portée rar la sphère T par l'annean D. 

Le point 78 de cette courbe a été obtenu sur la figure 6, pat 
le plan coupant P, et les points 77 et 79 ont été déterminés 
par le principe du n** 119. 

Ainsi, les rayons lumineux qui s'appuient sur la courbe de 
séparation de l'anneau D'", et sur l'ellipse 38-39-40 de la 
sphère T, forment deux surfaces cylindriques parallèles. 

Le plan P^o perpendiculaire au rayon lumineux S'^O'' de la 
figure 5, coupe ces deux cylindres suivant deux courbes qui, 
rabattues autour de rhorizontale du centre, donnent la circon- 
férence 8S, et la courbe 83-84; les intersections de ces deux 
courbes, déterminent les points 77 et 79 sur l'ellipse qui 
forme séparation sur la sphère T. 

289. ombre portée par la spbère U sur l'anneau c. 

Le point 50 de la courbe 80-50 et 81 a été obtenu par le plan 
coupant Pu et les deux points 80 et 81 , en rabattant le 
plan Pu qui contient le cercle de séparation 82 et la courbe 
86-87, suivant laquelle ce même plan P^ coupe la surface 
cylindrique formée par les rayons lumineux qui s'appuient 
sur Tanneau C". 

290. Ainsi , en faisant abstraction des ombres portées par 
le chaînon M et des deux petites courbes insensibles dont nous 
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avons parlé au n* 287, le contour de Tombre sur la sur- 
face du chatnon N sera formé par la ligne de séparation , à 
Texception des deux endroits où cette ligne est remplacée par 
les courbes 77-78-79 et 80*50-81 . 

Lorsque ces deux courbes seront déterminées, on les repor- 
tera sur les figures 7 et 3. 

291 . ombres portées par le cbalnon M sitr le chaî- 
non R . Nous avons déterminé les lignes de séparation sur les 
deux chaînons M et N, et les ombres portées de ces corps 
sur eux-mêmes. 

Mais il nous reste encore à obtenir les ombres portées par 
chacun des chaînons sur Tautre. 

Pour cette dernière partie, les figures 5, 6,8 et 9 ne 
peuvent plus nous servir, car il faudrait projeter le chaînon M 
sur les figures 5 et 6, et le chaînon N sur les figures 8 et 9. 

Or , ce travail serait beaucoup plus long que celui que 
nous allons indiquer. 

292. Supposons d'abord queFon veutdéterminer ()lgr. 3 et 7) 
la courbe d'ombre poctée sur Tanneau D' du chaînon W par 
la courbe de séparation 18-19-20 du chaînon M'. 

On se rappellera que les courbes 67-92 et 6"-93 de l'ombre 
portées sur le plan vertical de projection, sont les traces des 
deux cylindres formés par les rayons lumineux qui s'appuient 
sur les lignes de séparation extérieures des anneaux s! et D'. 

Le point 88, suivant lequel la courbe 67-92 rencontre la 
courbe 6"-93 , sera la trace du rayon commun aux deux cy- 
lindres^ et déterminera par conséquent {fig, 3) le point 88 
qui sera Tombre portée sur la ligne de séparation extérieure 
de l'anneau D', par un point de la ligne de séparation exté- 
rieure de Tanneau A'. 

Le point 89 de l'ombre portée sur le plan vertical de projec- 
tion , sera la trace du rayon commun aux deux cylindres for- 
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mes par les rayons qui s'appuient sur la ligne de séparation 
extérieure de t'anneau A' et sur la ligne de séparation inté- 
rieure de l'anneau D', ce qui déterminera (fig, 3) le point 89 
pour Fombre portée sur la seconde de ces deux courbes, par 
le point correspondant de la première. 

293. Si Ton veut obtenir sur la figure 3 les point 90 
et 91 , suivant lesquels la courbe cherchée touche le contour 
extérieur de la projection verticale de Tanneau D', on con- 
struira la trace b"b" du cylindre formé par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur la courbe bb' (fig. 7 et 3), et le point 90 de 
l'ombre portée sera la trace verticale du rayon lumineux qui 
touche la courbe bb' et la ligne de séparation extérieure de 
l'anneau A^ de sorte que le point 90 de la figure 3 sera 
l'ombre portée sur la courbe b'b' par le point correspondant 
de la ligne de séparation extérieure de Tanneau A'. 

Pour déterminer exactement le point 90 de la figure 3, on 
commencera par le point 90 de l'ombre portée , on projettera 
ce point sur A'Z% et le rayon correspondant déterminera^ le 
point 90 sur la figure?, et de là sur la figure 3. 

£n construisant la courbe h"h" qui est une partie de 
l'ombre portée sur le plan vertical par la ligne de sépara- 
ration intérieure de Tanneau D', on obtiendra le point 91, 
suivant lequel la projection verticale de cette ligne est touchée 
par la courbe d'ombre cherchée. 

294. Pour obtenir d'autres .points de la même courbe, on 
pourra employer le principe des plans coupants, ou bien encore 
le principe du n** 119. 

Supposons, par exemple, que Ton veut obtenir le point 
d'ombre portée qui serait situé sur le parallèle 118-118 de 
Tanneau D (/f^. 7), on pourra opérer de plusieurs manières. 

295. Première méthode. On déterminera les projections 
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xsl du centre du parallèle dont il s'agit, puis on construira la 
trace verticale x'^ du rayon qui passerait parle point rcx'. 

On construira également la trace du rayon qui passerait 
par le point 118 qui est Textrémité du rayon horizontal, et 
faisant â?'V égale à la véritable grandeur de ce rayon, les 
deux droites x"-118 et x'V seront les demi-diamètres con- 
jugués d'une ellipse 97-97, qui sera la trace du cylindre 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur le paral- 
lèle 118 de l'anneau D (fig. 7). 

Le point 92, suivant lequel l'ellipse 97 rencontre la courbe 
d'ombre portée par la ligne de séparation extérieure de l'an- 
neau â', sera la trace du rayon commun aux deux cylindres 
formés par les rayons qui s'appuient sur cette courbe, et 
sur le parallèle 118 de l'anneau D, et le point 92 de l'ombre 
portée étant projeté sur la ligne A'Z', le rayon correspon- 
dant déterminera sur la figure 7 et sur la figure 3, le point 92 
de la courbe 88-90-92-91 et 89, qui est l'ombre portée sur 
l'anneau D par la ligne de séparation extérieure de l'anneau A. 

Comme exercices, et pour mieux comprendre la forme de 
la courbe précédente , on peut déterminer les points suivant 
lesquels les mêmes rayons prolongés perceraient une seconde 
fois la surface de l'anneau D'. 



296. Deuxième méthode. Le rayon de lumière commun 
aux deux cylindres formés par les rayons qui s'appuient sur le 
parallèle 118 de l'anneau D, et sur la ligne de séparation 
extérieure de l'anneau A, peut encore être déterminé en cou- 
pant ces deux cylindres par un plan vertical P^s parallèle aux 
anneaux du chaînon N (/Sgr. 7). 

Le cylindre formé par les rayons lumineux qui s'appuient 
sur le parallèle 118 de l'anneau D, sera coupé par le plan ?« 
suivant un cercle égal et parallèle au cercle 118 5 la projection 
du cercle ainsi obtenu sera une ellipse 99, dont le centre oé" et 
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les deux axes principaux x'^-HS et aî'V seront faciles à 
obtenir. 

La courbe 98, suivant laquelle le plan Pi, coupe le cylindre 
formé par les rayons qui s'appuient sur la ligne de séparation 
SO-17 de l'anneau A', sera déterminée en élevant des perpen- 
diculaires par les points suivant lesquels la trace horizontale 
du plan Pi, coupe les projections horizontales des rayons lu- 
mineux , et l'intersection de Tellipse 99 avec la courbe 98, 
déterminera le rayon commun aux deux cylindres, et par con- 
séquent le point d'ombre portée sur le parallèle 1 18 de l'an- 
neau D' par la ligne de séparation 30-17 de l'anneau A'. 

297. Troisième méthode. Si l'on veut éviter la projection 
elliptique du cercle suivant lequel le plan P^, coupe le cylindre 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur le parallèle 
118 de l'anneau D (fig. 7), on rabattra le plan P,« 

Ainsi, par exemple, si l'on fait tourner ce plan autour de la 
verticale du point R, l'ellipse 99 sera remplacée par le cercle 
i 01 , et la courbe 98 par la courbe 100. Le point 92, déterminé 
par la rencontre de ces deux courbes, sera projeté successi- 
vement sur la ligne A'Z', sur la trace horizontale du plan Pj, 
puis de là sur la projection verticale à droite de la chaîne. 

Le rayon lumineux passant par le point ainsi obtenu, dé- 
terminera sur les figures 7 et 3, les deux projections du point 
92 de Tombre portée sur le parallèle 118 de l'anneau D, par 
la ligne de séparation extérieure de l'anneau A. 

298. La courbe 100 étant déduite de la courbe 98, on ne 
saisira peut-être pas immédiatement l'avantage de cette troi- 
sième méthode qui consiste à éviter les projections elliptiques 
des cercles suivant lesquelles le plan P,, coupe les cylindres 
formés par les rayons lumineux qui s'appuient sur les pa- 
rallèles de l'anneau D. Mais la courbe 100 ne devant être con- 
struite qu'une seule fois pour tous les points de l'ombre 

15 
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portée, par la ligne de séparation extérieure de Fanneau A, 
il est évident qu'il y aura une grande abréviation , puisqu'il 
soflSra de rabattre le cercle ou seulement Tare de cercle né- 
cessaire pour déterminer chacun des points cherchés. 

En recommençant, on obtiendra la courbe 93*^^96 et 94 
pour Tombre portée sur Tanneau D' par la ligne de séparation 
3-4^ de Tanneau A'. 

299. Pour mieux faire comprendre les opérations qui pré- 
cèdent, je les ai reportées sur la figure 1'', en écartant un peu 
la chaîne du plan vertical, afin que les projections sur ce plan 
ne se confondent pas avec les rabattements. 

300. Si Ton examine avec attention les courbes d'ombres 
portées à droite de la chatne, on voit que la courbe 16-17-18 
qui est une partie de l'ombre portée par la ligne de sépara- 
tion extérieure de l'anneau A' coupe aux points 102 et 103, 
la courbe 46-47 qui est l'ombre portée par une partie de la 
ligne de séparation intérieure de l'anneau D^ d'où l'on peut 
conclure que les points 102 et 103 de l'ombre portée, sont 
les traces de deux rayons lumineux communs aux cylindres 
formés par les rayons qui s'appuient sur les deux courbes de 
séparation ; de sorte qu'en traçant ces deux rayons, on déter- 
minera sur la courbe 46-47 de l'anneau D', les points 102 et 
103 pour les ombres portées par les deux points correspon- 
dants de la courbe 17-18 de l'anneau A'. 

La petite surface cylindrique qui a pour trace verticale la 
courbe 102-17-103 de l'ombre portée, ne pouvant pas 
traverser la masse opaque de l'anneau IV , il s'ensuit que b 
partie correspondante de la ligne de séparation 16-17-18 de 
l'anneau A', aura pour ombre portée sur la partie creuse, et 
derrière l'anneau D', la petite courbe 102-104-103 dont nous 
connaissons déjà deux points. 

Le point intermédiaire 104 a été obtenu sur Tépure actuelle 
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par le pl«a ooupant P14 perpendiculaire au plan vertical <le 
projection. 

La seciioB de Taiineau If par ce pian a dénué la oourbe 117 
ijig. 7) et riatersectioQ de cette courbe par le rayon qui con- 
tient le point 161 de la courbe 17-18, a dét#rimnë sur la 
figure 7 le poini 104 que Ton a projeté ensuite {fig. 3) sur 
te rayon lununeuK correspondant. 

La courbe 1 17 passe par les quatre points suivant lesquels 
te plan Pi^ coupe Ie« lignes de séparation, et les courbes qui 
forment te contour de la pr<^ectioB verticale de Tanneau D'. 

Si ces points ne suffis^at pas, on pourra projeter quelques^ 
uns des cerctes pwallèles de l'anneau. 



301 . ombrM portfa a par le chninan H' anr le chal- 

i q!. J'ai supposé dans l'épure actuelle, que le chaînon Q' 
de la figure 3 était semblable à l'un des trois anneaux qui ter*- 
fninent la partie inférieure de la chaîne qui est projetée (jig. 2). 

C'est-à-dire que chacun de ces anneaux iJig. 1 i ) serait com- 
posé de deu& demi-anneauic circulaires A et B séparés par les 
deujL cylindres m et n. 

Dans cette hypothèse il est évident que les courbes qui 
forment le contour de la projection, et les lignes de séparation 
de l'anneau Q' ne diffèrent en rien de celles que Ton a ob- 
tenues pour les anneaux ^ et B* du chaînon M' \ il n'y aura 
donc aucune opération nouvelle à faire ^ pour obtenir ces 
courbes dont les projections horizontales coïncident avec 
celles que Ton a déjà obtenues pour le chaînon M (/î^. 7) et 
dont les projections verticates seront égales à celles des an- 
neaux A' ou B', en tenant compte seulement des diiSérences de 
liauteur. 

302. Quant aux courbes d'ombre portées sur la surface de 
l'anneau Q', elles sont au nombre de trois, savoir : 

1' -— La courbe 105-107-109-1Û6 qui est l'ombre 
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portée sur Faimeau.C' par la ligne de séparation eité^ 
rieure de Fanneau Q^ 
2* mmm La coarbe \ 1(KH 1 qui est Tombre portée sur Tan- 
neau d par la ligne de séparation intérieure de Tan^ 
neau ^ ^ 
a* «M Eii6{^ la petite courbe d*on»bre fl2-H5*113qw 
est portée sur la partie de surface, derrière l'anneaaQ', 
par une partie de la ligne de séparation iatérieure de 
l'anneau €'. 
Les points lôS-t06 ont été déterminés d^abordsnrte plan 
horizontal par la rencontre des traces des cylindres fomoës par 
les rayons qui s^appuient sur les courbes de séparation exté- 
rieures et intérieures des anneaux G et Q. 

Çki a obtenu les points 107 et 1*08 en construisant les 
lignes 119 et 120 qui sont les traces horizontales des cylindres 
formés par les rayons lumineux qui s*appuient sur les courbes 
fr et ft de l'anneau C. 

Enfin le point 109 a été obtenu par la méthode du n"" ii9 
et parla rencontre des courbes 121 et 122, suivant lesquelles 
le plan P,8 coupe les deux cylindres formés par les rayons 
qui s'appuient sur la courbe de séparation 20-18 de l'an- 
neau Q' et sur le cercle 118-il8 de Tanneau C {pg. 7). 

303. Les mêmes opérations feront connaître autant de 
points que Ton voudra de la courbe liO-il 1«. 

304». Les porots H2 et 113 shués derrière FanneauQ'ei 
sur la ligne de séparation extérieure de cet anneau (fiS' ^) 
sont déterminé» par les rayons qui contiennent les points H8 
et 1 1 3 de Tombre portée sur le plan vertical et sur le pl^ 
horizontal de projection. 

Enfin le point 115 de la projection verticale Q' a été ob- 
tenu par le plan coupant Pis 

La section de l'anneau Q' par ce plan a donné la courbe H* 
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de la figure 7, ci rintersection de cette ligne par le rayon 
qui contient le poiiit 11$ situé ^ur la ix)urbe de séparation 
intérieuro de l'anneau C a déterminé la projection horizontale, 
et par suite la projection verticale du point d'ombre portée 1 iS. 
L'obliquité des rayons tamioeux par rapport à la partie -de 
«urface sur laquelle a lieu la petite courbe d'ombre portée 
112-115 et 1 là doit engager à vérifier quelquesmus des points 
de cette courbe^ ainsi, en coupant la surface par le plan Pi, 
perpendiculaire au plan horizontal de projection, et contenant 
le point 115 de la figure 7, on obtiendra sur la figure 3, la 
<courbe de section 116 qui doit passer par la projection ver- 
ticale du point d'ombre portée 115. 



ÉTUDE D'OVBRES SUR DBS TUYAUX. 

305. Chacune des parties eourbes Â,B,€ de ces tuyaux 
Cp'* 2S) est formée par un quart de surface annulaire , et les 
parties droites D,E,F,G sont des cylindres. 

Chaque tuyau est terminé par deux plaques circulaires que 
l'on nomme brides^j ces plaques sont traversées par des bou- 
lons qui relient entre elles les divers parties droites ou courbes 
dont se compose le tuyau principal. 

La construction des ombres sur les surfaces cylindriques 
ou annulaires des tuyaux , ne sera évidemment qu'une appli- 
cation nouvelle des principes exposés aux n*" 66 et 114. 

C'est donc uniquement comme exercices sur la disposition 
des épures que l'étude suivante est proposée. 

La figure 1 est une projection sur un plan perpendiculaire 
à celui de la figure 7. 

Ainsi, la figure 7 étant perpendiculaire aux axes des sur- 
faces annulaires qui forment les parties courbes des tuyaux , 
la figure 1 sera parallèle aux mêmes axes. 

Les lignes de séparation pourraient être déterminées en 
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•léctttatti sur les figures 1 et 7 de la planche actuelle, tontes 
les opérations qui sont indiquées sur les figures 77 et 78 de 
la plaBcte 13; mais pour ne pas embarrasser les figures 1 et7, 
j*at supposé que ksiignes de séparation i^â-3«4-5-6-'7-8 et 9, 
déterminées d'abord sur lesprojeetions auxiliaires (f^, 2 et 3) 
ont été ensuite reportées sur les figures i et 7, de sorte qu'il 
ne reste plus à Gonsiruire sur ces deux figures que tes opéra- 
tions nécessaires pour déterminer les ombres portée». 



306. OÉàbtm ym t6a>> On fera Hen ici, comme dans 
Tesemple qui précède, de commencer par la construction des 
ombres portées sur les plans de piH>}ection. 

Mais on remarquera que pour varier les études, l'cnnbre 
portée est tracée sur deux plans différents j c'est-à-dire que 
la figure 4 contient l'ombre portée (fig* 8) sur un plan vertical 
P parallèle aux axes des surfaces annulaires qui forment le» 
parties courbes du tuyau, tandis que la figure 8 contient 
Vombre portée (fiç. i )sttr le plan P^ perpendiculaire aux axe» 
des mêmes surfaces. 

Ces Ombres portées peuvent être facilement tracées sans le 
secours des projections borizontales (fig. 5,&et 13). 

En ^et, les lignes de séparation obtenues sur les figures i 
et 3 et reportées ensuite sur les figures i et 7, seroï^t les direc- 
trices des surfaces cylindriques formées par les rayons lumineux 
qui s'appuient sur les tuyaux. 

Or, la direction de la lumière étant ^nnée par les projec- 
tion SO, 8^0^ il sera fecile de projeter sur les figures i et 7, 
les rayons qui s'appuient sur les lignes de séparation, de sorte 
que les intersectims du plan P par les rayons lumineux pro- 
jetés sur la figure 7 , détermineront sur les rayons correspon- 
dants de la figure A, les points qui forment le oontour de 
l'ombre portée, et réciproquement^ les intersections du plan Pi 
par les rayons lumineux projetés sur la figure i, détermine- 
ront le contour de Totnbre portée sur la figure 8. 
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307. Si les brides, ou plaques circulaires qui terminent 
les tuyaux n'existaient pas, le contour de Tombre portée sur 
le plan Pi se composerait (/I9. 8) de la courbe 36-37-8-6-39- 
40-41-8-6 et 42 , et de la courbe 43-44-47-48-6-8^1-52-55 
et 56 ^ mais la première de ces deux courbes, est interrompue 

i^ mmm Par la courbe 37^ qui est l'ombre portée par une 
partie de la circonférence qui forme Taréte 57 de la 
bride inférieure du tuyau D ; 

V mmtm Par la courbe 38-39 qui est l'ombre portée par 
une partie de la circonférence qui forme l'arête 58 de 
la bride supérieure du tuyau B \ 

3* mmm. Par rare d'ellipse 41-64, la petite droite 64*65 et 
l'arc d'ellipse 6S-30 qui sont les ombres portées par les 
arêtes circulaires et la ligne de séparation du petit cylin- 
dre Tertical formé par la réunion des deux plaques cylin- 
driques ou brides qui relient entre eux les tuyaux E et F ^ 

4^ ^mm Par l'arc d'ellipse 66-67, la droite 67-68 et l'arc 
d'ellipse 68-69, qnî forment le contour de l'ombre portée 
par les brides des tuyaux C et G. 

308. I^ courbe qui forme à droite de la figure 8, le con- 
tour de l'ombre portée par le tuyau , est remplacée dans quel- 
ques-unes de ses parties. 

r ■«■ Par la courbe 44-45 qui est une partie de Tombre 
portée par l'arête 57 de la bride inférieure du tuyau D. 

2* «■■ Par la petite verticale 45-46 qui est l'ombre por- 
tée par la ligne de séparation du cylindre vertical formé 
par Tensemble des deux brides qui servent à relier 
entre eux les tuyaux A et D. 

3^ MM Par la courbe 46-47 qui est Tombre portée par 
une partie de la circonférence qui forme Tarête 60 de 
la bride supérieure du tuyau A. 

k^ .mÊÊm Par la courbe 48-49, la petite droite horizontale 
49-50, et l'arc d'ellipse 50-51 qui sont les ombres por- 
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tëes par les arêtes cipculaires et la ligne de séparation 
du cylindre horizontal formé par la réunion des deux 
plaques cylindriques ou brides qui relient entre eux les 
tuyaux A et B. 
5'' MMB Enfin, par les courbes 82-53, 54^ et par une 
petite droite verticale 53-54, tangente aux deux courbes 
précédentes-, ces trois lign^ étaftt l'ombre portée par les 
arêtes circulaires et par la ligne de séparation du cylindre 
formé par l'assemblage des deux brides qui relient entre 
eux les tuyaux E et F. 

309. Les deux courbes t38 -37 et 44-45 appartiennent à une 
même ellipse qui serait l'ombre portée par l'arête 57 de la 
bride inférieure du tuyau D ; et la courbe 46-47 fait partie 
de l'ellipse 46-20 qui est Tombre portée par l'arête 60 de la 
bride supérieure du tuyau A. 

Les courbes 39-38 et 50-51 font partie de l'ellipse 38-^1 qui 
est l'ombre portée par l'arête 58 de la bride supérieure du tuyau B. 

La courbe 48-49 appartient à l'ombre portée par Tarête 
61 de la bride inférieure du tuyau A. 

Les deux courbes 64-41 et 52-53 appartiennent à l'ombre 
portée par la circonférence 59 de la bride inférieure du tuyau E 
et les courbes 54-55, 65-30 font partie de l'ellipse 54-30 qui est 
l'ombre portée par l'arête 62 de la bride supérieure du tuyau F. 

310. L'ombre portée sur le plan P ne se trouvant pas con- 
fondue avec la projection du tuyau il sera beaucoup plus facile 
d'en suivre le contour sur la figure 4, d'autant plus que sur 
cette figure les courbes sont indiquées par les mêmes chiffres 
que les lignes dont elles sont les ombres portées , ce qui ne 
pouvait pas avoir lieu sur la figure 8^ d'abord à cauàe du 
grand nombre de points qu'il fallait désigner d'une manière 
particulière \ ensuite parce que plusieurs des courbes de cette 
figure ne sont pas tracées entièrement. 
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31 i . ombres portées sor les tuyaaz. 11 y a sur les sur- 
faces A et B (/b)f. 3) quatre points 8 et 6, suivant lesquels le 
rayon lumineux est tangent aux lignes de séparation. Les inter- 
sections de ces rayons avec les plans P et P| déterminent sur les 
ombres portées {fig, 4 et 8) les points de rebroussement dési- 
gnés partout par les n^* 8 et 6. 

11 existera donc, sur ia surface du tuyau C (/ig. 7) , une 
petite courbe 8-10-11, qui après avoir touché au point 8, la 
ligne de séparation intérieure, coupe le cercle de gorge au 
point 10 , et la ligne de séparation en un point 1 1 situé der- 
rière le tuyau. 

Cette courbe pourra être obtenue sur les figures 1 et 7, 
en opérant comme nous l'avons dit aux n^* 117 et 118 ; mais 
on peut aussi la déterminer d'abord, sur les figures 2 et 3 , et la 
reporter ensuite sur la projection du tuyau G (/Ig. 7). 

312. Si les brides ou plaques circulaires n'existaient pas, 
ou si les ombres portées par ces plaques sur les tuyaux étaient 
moins allongées, il faudrait tracer sur les surfaces des tuyaux 
A et B, des lignes analogues à la courbe d'ombre portée 8-10 
et 1 1 de la surface C. 

Mais, dans le cas actuel, ces courbes seraient plongées dans 
l'ombre portée par les brides 57-60 et 58*61 , de sorte que 
l'on peut négliger cette partie de l'opération. 

313. La petite courbe 8-10-11 du tuyau C étant la seule 
ligne d'ombre portée par la surface des tuyaux sur elle-même, 
il ne reste plus qu'à construire les ombres portées par les 
brides sur les tuyaux. 

314. La courbe déterminée sur le tuyau G par les rayons 
lumineux qui s'appuient sur la circonférence du cercle vertical 
63 sera l'intersection de deux surfaces cylindriques. 

Mais la surface G étant perpendiculaire au plan de la figure 1 
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la constrnction de la courbe d*oinbre portée sur ce tuyau ne 
présentera aucune difficulté. 

En effet, si Ton veut obtenir le point 13 de la courbe IS- 
l3-i4, on projettera le rayon i3 sur les figures 7 et 1, et l'in- 
tersection de ce rayon avec le tuyau G de la figure i, déter- 
minera le point correspondant sur la surface du tuyau G de 
la figure 7. 

315. La courbe 16-15-17 qui est l'ombre portée sur le 
tuyau F par Taréte 62 de la bride supérieure, se déterminera 
de la même manière au moyen des figures 7 et 9. 

Ainsi, le rayon 16 étant projeté sur ces deux figures, son 
intersection avec le tuyau F sera déterminée d'abord sur la 
figure 9, et de là sur les figures 7 etl. 

316. La courbe 23-24-25-26 est l'intersection de la sur- 
face annulaire du tuyau courbe B par la surface cylindrique 
formée par les rayons qui s'appuient sur l'aréta circulaire 58 
de la bride qui rattache le tuyau B avec le tuyau A. 

Les différents points de cette courbe pourraient être 
obtenus par des plans coupants , mais il sera plus simple 
d'employer le principe du n** 119. 

Ainsi, le point suivant lequel la courbe 23-26 coupe la ligne 
de séparation située sur la partie convexe du tuyau B, sera 
déterminé par le rayon lumineux qui contient le point 39 de 
l'ombre portée \ et le pointsuivantlequel la même courbe coupe 
la ligne de séparation à droite du tuyau vertical E, sera déter- 
miné par le rayon qui contient le point 51 de l'ombre portée. 

Pour obtenir le point 25 situé sur le parallèle 28 de la sur- 
face annulaire du tuyau B, on concevra (1 19) les<leux surfaces 
cylindriques formées par les rayons lumineux qui s'appuient 
sur ce parallèle et sur l'arête circulaire 58 dont oh cherche 
Vombre 5 les intersections de ces deux cylindres par le plan 
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vertical P^ (fig. 1) seront l'ellipse 38-51 de la figure 8 et Tare 
de cercle 28 dont le centre 35 de la figure 8 est déterminé 
par le rayon 35 de la figure i . 

Le point 25 suivant lequel l'ellipse 38*51 est coupée par 
l'arc de cercle SS8, déterminera le rayon commun aux deux 
cylindres, et rintersection de ce rayon avec le parallèle 28 du 
tuyau B, déterminera Tombre portée sur ce tuyau par le 
point correspondant de l'arête circulaire 58 de la bride. 

Le point 24 situé sur le parallèle 29 du tuyau B s'obtiendra 
de la même manière ; ainsi, le rayon 34 de la figure 1 percera 
le plan vertical P^ suivant un point qui déterminera sur la 
figure 8, le centre 34 d'un arc de cercle 29 qui est Tombre 
portée sur le plan P^ par le parallèle 29 du tuyau B. 

Le point 24 suivant lequel Tare 29 de l'ombre portée coupe 
l'ellipse 38-51 , déterminerale point 24 pour l'ombre portée sur 
le parallèle 29 du tuyau B par Taréte circulaire 58 de la bride. 

317. On opérera de la même manière pour construire la 
courbe 18-19-20 et 21 qui est l'ombre portée sur le tuyau 
A, par l'arête 60 de la bride supérieure. 

Ainsi, les points suivants lesquels la courbe demandée coupe 
les lignes de séparation du tuyau A, seront déterminés par les 
rayons qui contiennent les points 47 et 31 de l'ombre portée 
{fig. 8) et les points 19 et 20 de la courbe 18-21 seront déter- 
minés par les rayons qui contiennent les points suivant lesquels 
Tellipse 46-31 qui est l'ombre portée par l'arête 60 de la bride, 
est rencontrée par les arcs 28 et 29 qui ont pour centre les 
points 33 et 32, déterminés par les rayons correspondants 
de la figure 1 . 

318. Les différents points des ombres portées sur les tuyaux 
de la figure 7, étant reportés sur les parallèles correspondants 
de la figure 1. On tracera (fig. 1) les courbes d'ombres portées 
par les tuyaux sur les brides. 
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Pour obtenir ces courbes, on déterminera les points sui- 
vant lesquels les plans verticaux Pt et Ps de la figure 7 sont 
percés par les rayons lumineux qui s'appuient sur les lignes 
de séparation des tuyaux. 

Ainsi, le rayon lumineux qui contient le point 8 de la ligne 
de séparation intérieure du tuyau G {fig, 7) percera le plan P, 
en un point qui déterminera un peu au-dessous du boulon m, 
(Jig. 1) l'ombre portée par le point 8 de la ligne de séparation. 

Tous les points des courbes analogues s'obtiendront de la 
même manière. 

La petite courbe 70-7 1 {fig. 1 ) appartient à Tombre portée 
par la bride 60 sur le plan vertical P, de la bride 61 . 

319. Je terminerai ces études sur les surfaces annulaires, 
en indiquant, comme exercices , la construction des ombres 
portées dans la concavité des surfaces projetées sur les figures 
6,12, 10 et H, 

390. Les figures 6 et 12 sont les coupes de deux anneaux 
par les plans P^ et Pb de leurs plus grands parallèles, et les 
figures 10 et 1 1 sont les coupes des tuyaux D, A, B, E, F par le 
plan vertical Pe de la figure 13. 

Toutes les courbes d'ombres portées pourront être facile- 
ment obtenues par les plans coupants ou par le principe du 
n« 119, 



Ellipsoïde, 



321. Pour nouvel exemple des surfaces de révolution, 
nous prendrons un ellipsoïde dont Taxe serait placé dans 
l'espace d'une manière quelconque. 

Les données sont (fig. 109 et 110, pi. 26 ) : 
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1* Les deux projections ac , oV de Taxe de la surface pro- 
posée \ 

^ La droite oe (/I9. 109) égale au rayon du plus grand 
parallèle \ 

3® Les deux projections «-I, s-/' d'un rayon de lumière. 

On demande les projections verticale et horizontale de la 
surface , et la ligne de séparation. 

322. Les opérations qui vont suivre sont la conséquence de 
ce principe, dont on trouvera la démonstration dans les traités 
d'analyse \ tor^^ti'tine surface du second degré est enveloppée 
par un cylindre ^ la courbe de contact est une courbe plane, 

323. Dans le cas d'un ellipsoïde, cette courbe est une 
ellipse. 

Ainsi, les courbes suivant lesquelles la surface proposée est 
touchée par les cylindres projetants sont des ellipses^ les 
traces de ces cylindres , et par conséquent les projections de 
la surface sur tels plans que l'on voudra, seront des ellipses. 
La ligne de séparation et l'ombre portée sur un plan quel- 
conque seront des ellipses. 

Ces propriétés, particulières à Tellipsoîde, conduisent natu- 
rellement à faire usage de projections auxiliaires, perpendicu- 
laires aux plans de toutes ces courbes , qui alors se projetteront 
par des lignes droites (Géom. descript.). 

Voici dans quel ordre il faudra opérer : 

324. Projection verticale. On construira (fig. 111) le 
triangle rectangle c'W, dans lequel a'V doit être égal et pa- 
rallèle à ac , projection verticale de Taxe , et le côté cV égal 
à c't? (fig. 110) doit être la différence des distances des points 
a' et c' au plan vertical de projection. 

L'hypoténuse cV (fig. 111) sera l'axe de la surface ra- 
battu dans sa véritable longueur sur le plan vertical de pro- 
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jection^ de sorte qu'en faisant o"e"=^oej Tellipse ze"a" sera 
une section méridienne de la surface proposée. 

Le diamètre zx passant par le milieu de la corde a" h sera la 
projection de Tellipse suivant laquelle la surface serait touchée 
par le cylindre projetant perpendiculaire au plan vertical de 
projection, et les droites zz\ xx' perpendiculaires sur ac dé- 
termineront les deux points z\ x* pour les extrémités du grand 
axe de l'ellipse qui forme la projection verticale de la surface. 
Le petit axe oe fait partie des données de la question. 

323. Projection horizontale. On fera comme ci*dessus une 
projection auxiliaire (fig. 112) sur un plan vertical parallèle 
à oV. 

Le grand axe a"'c'" sera l'hypoténuse d'un triangle rec- 
tangle dont un côté c'V doit être égal à aV (fig. HO), et 
l'autre côté a'V égal à ar {fig. 109) doit être la différence 
des distances des points a, c au plan horizontal de pro- 
jection. 

Le petit axe o'V est égal koe(fig. 109). 

Le diamètre %, passant par le milieu de la corde c'^6, sera, 
sur la figure 112, la projection de Tellipse suivant laquelle 
la surface serait touchée par le cylindre projetant perpendicu- 
laire au plan horizontal. 

Les points £, y, projetés en k\ y\ détermineront kV pour 
le grand axe de l'ellipse formant la projection horizontale de 
la surface. Le petit axe de cette ellipse sera oe^ égal à oe 
(fig. 109). 

326. Ligne de séparation. On construira d'abord (fig. 113} 
avec un rayon o*V^, une circonférence qui sera la projection 
de la surface sur un plan perpendiculaire à son axe. 

Pour obtenir sur la figure 113 la direction des rayons lu- 
mineux , nous construirons les deux projections d'un de ces 
rayons sur les figures 109 et 110 , et nous choisirons de pré- 
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férence celui dont la direction passerait par le centre de la 
surface. 

Le point «,«' étant pris à volonté sur ce rayon , nous pren- 
drons (fig. i09) la distance «p, qui est la hauteur du point s 
au-dessus du plan horizontal qui contient le centre de la sur- 
face, et cette hauteur sp étant portée dep' en $'" sur la droite 
s'p\ on aura 5"'-o'" pour la projection du rayon lumineux sur 
la figure 112. 

Enfin , le point s!" étant projeté en s" sur le plan ni!"s" et 
rabattu en s^", on aura la droite s^^-o'" pour la projection de 
la lumière sur la figure 113. 

Or si Ton suppose le plan méridien $"0'" rabattu (fig. 114), 
la projection de la courbe de séparation sur ce plan sera une 
ligne droite dg. 

Gela provient de ce que le méridien s'V^ étant un plan de 
symétrie par rapport à rellipsoïde et au cylindre enveloppant 
formé par les rayons lumineux , sera par conséquent perpen- 
diculaire au plan qui contient tous les points de la ligne de 
contact. 

L'ellipse aV étant une section méridienne, est égal aux 
ellipses que nous avons déjà construites (fig, 111 et 112), le 
rayon i'-o^ s'obtiendra en portant sur la figure 114, à^q' égal 
à /'g, qui, sur la figure 112, réprésente la distance du point s 
au plan du plus grand parallèle de la surface. 

Le diamètre dg , projection de la ligne de séparation , doit 
passer par le milieu de la corde ai'i parallèle à sW. La ligne 
de séparation étant obtenue sur la figure 1 14, il reste à la con- 
struire successivement sur chacune des projections précédentes. 

327. Si nous supposons que la surface soit coupée par un 
plan mtj perpendiculaire à l'axe aV, la section sera un cercle 
projeté (fig. 114) par la droite mt et (fig. 113) par la circon- 
férence m'M. L'intersection de cette circonférence avec la 
ligne de séparation déterminera deux points projetés sur la 
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figure 114 par le point unique m, et sur la figure 113 par les 
deux points m'. 

L'un de ces points m\ projeté en m" et ramené de là en m'", 
sera le pied d'une droite m^W. perpendiculaire au plan m'^s", 
et sur laquelle on fera nW^ égal à mn^ qui , sur la figure 114, 
représente la distance du point m au plan du plus grand pa- 
rallèle de la surfoce. 

L'intersection de la droite mTnC perpendiculaire sur aV 
avec la droite mW, perpendiculaire sur oV, déterminera le 
point m% projection du point m sur la figure 110. 

Enfin , pour avoir la projection du même point sur la fi- 
gure 109, on fera iiW égal à tim''', qui, sur la figure 112, 
exprime la distance du point m au plan horizontal qui contient 
le centre de la surface. 

Les mêmes opérations répétées feront connaître autant de 
points que l'on voudra. 

328. J'ai donné cet exemple pour faire comprendre com- 
ment, par un choix plus ou moins heureux de plans auxiliaires, 
on peut réduire en quelque sorte à leur plus simple expression 
les projections des lignes qui concourent à la solution d'un 
problème. 

* On pourrait représenter par une seule ellipse les trois pro- 
jections auxiliaires, 111, 112 et 114, rabattues les unes sur 
les autres en tournant autour de l'axe , mais dans ce cas la 
difficulté de suivre par la pensée le chemin parcouru par 
chaque point dans ces divers rabattements , n'aurait pas été 
compensée par l'avantage de construire deux ellipses de 
moins. 

Cette manière de disposer l'épure aurait eu , il est vrai , pour 
résultat, d'habituer le lecteur à vaincre les obstacles qui ré- 
sultent souvent du peu d'étendue de la feuille sur laquelle il 
dessine, mais j'ai cru devoir préférer ici la disposition qui 
met le plus clairement en évidence les propriétés qui appar- 
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tiennent particulièrement à la surface choisie pour sujet de 
cette étude. 

329. Les figures 115 et 116 sont les deux projections d'un 
ellipsoïde perpendiculaire au plan horizontal. 

Le plan méridien sV tournant autour de l'axe est rabattu 
en sV. Par suite de ce mouvement, le rayon de lumière «o 
devient s"^o , et le diamètre vu y passant par le milieu de la 
corde ac parallèle à ^"o est la projection de la ligne de sépa- 
ration sur le plan du méridien sV. 

Le point v, projeté en %! et ramené en \f\ déterminera le 
petit axe oV de Tellipse formant la projection horizontale de 
la ligne de séparation. 

La projection verticale de cette courbe s'obtiendra {fig. 115) 
en projetant chacun de ses points sur le cercle horizontal au- 
quel il appartient. 

330. Si Ton voulait obtenir (/!g. 117) la ligne de sépara- 
tion dans le cas où la lumière proviendrait d'un point lumi- 
neux, on ferait bien de projeter la surface sur le plan méridien 
qui contiendrait ce point. 



DEUXIÈME ÉTUDE d'OMBRES SUR DES ELLIPSOÏDES. 

331 . L'Épure de la planche 27 a pour but de construire : 

1* ■»■ La courbe suivant laquelle deux ellipsoïdes de ré- 
volution se pénètrent; 

2** WÊÊÊm La ligne de séparation sur chacune de ces deux 
surfaces \ 

3" wmam Les courbos d'ombres portées sur les plans de pro- 
jections ; 

4"" HHi Les courbes d'ombres portées 'par l'une des deux 
surfaces sur l'autre. 

16 
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332. Disposition de rÈpare. {.es ^eux ellipspïdes 4qp- 
nés étant désignés par E et par F, nous prendrons im prcpni^r 
plan de proportion , que nous supposerons horizontal, et per- 
pendiculaire à Ysixe 4e la surface B-, le second plan de projec- 
tion k'Z\ devra être pri$ parjillèle ftm deux axe«, et par con- 
séquent vertical. 

Coninie QQUs Tj^vons déjà fait pour les épures des plan^ 
ches 6 et 21, nous désignerons par X'Z\ la traee du plan sur 
lequel )es projections sont accentuée^ par des'; par A"2''le 
plan sur lequel les projections sont accentuées par des '^ , et 
{unsi de ^uit£. 
Ces dispositions étant adrpi^es, on construira successivement, 
V ""i"» La circonférence E dont le rayon est donné, 
â" •i^^ L'ellipse E' dont on connaît les axes. 
S"" w^m L'elljpse F' dont les axes sont également cqnniis. 
4** ""i" L'ellipse F dont le petit axe est égal à celui de P' 
et dont le grand axe iin est la projection du diamètre nV 
déterminé par les deux tangentes perpendiculaires à la 
droite A'Z'. 

333. Courbes de pénétration. La géométrie descriptive 
fournit plusieurs moyens de construire la courbe suivant la- 
quelle se pénètrent les deux surfaces données. Mais , la nature 
particulière de ces surfaces nous permettra d'employer une mé- 
thode extrêmement simple, qui résulte du théorème suivant : 

334. Si Von conçoit deux surfaces qwlcotmi^e^ du Second 
degré circonscrites à une sphère , les d^euoc premiçrç» ^yir faces 
se pénétreront suivant deux courbes plane^ (f( par çQt^éq^ent 
du second degré. 

On peut ajouter, que ces deux co\ir^ç^ , ç{ le^ d§||^ cêfcles 
suivant lesquelles la sphère est touchée par le$ diçu^a ^\trfaces 
enveloppantes , passent par deux points ^it^és gtio; ^{rk^Uis 
d'une corde qui leur est commune. 
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Ainsi, par exemple, si une sphère i (fig. 17) e$t touehée 
et enveloppée p^r deux ellipsoïdes de révolution e et f, et si 
Tpn suppose que le tout soit projeté sur un plan parallèle aux 
grands axes des deux elipaoïdes, ces deux surfaces se péné- 
treront suivant les ellipses projetées $ur la figure par les 
droites aa^ ce. 

Ces deux ellipse^ , et les deux cercles uu,vv, suivant les- 
quels les ellipsoïdes e et f toncbent la sphèro inscrite , ce 
coupent aux extrémités d'une corde commune , projetée sur 
la figure par le point o ; et cette droite est par conséquent 
l'intersection des plans Pt P9 P« et P4 qui contiennent les 
quatre courbes aa^ cc^ vv, uu. 

Cela aurait également lieu si la sphère était enveloppé^ : 

Par un ellipsoïde et un hyperbploïde de révolution (fig. 19)-, 

Par un hyperboloïde et un paraboloïde (fig, 10) j 

Par deux hyperboloîdes ou deux paraboloïdes) 

Par deux cylindres (fig. 1) ; 

Par un cylindre et un cône {fig. 9) 5 

Par deux cônes (fig. 20). 

Enfin, comme nous Favons dit plus haut, par deux sur- 
faces quelconques du iêcond degré. 

335. Voyons actuellement comment le théorème qui pré- 
cède pourra nous servir à déterminer la courba suivant 
laquelle se pénètrent les deux ellipsoïdes donnés. 

On sait ( Géométrie descriptive) que pour obtenir les points 
communs à deux surfaces, il faut les couper par un certain 
nombre de surfaces aucçiliaires. 

Il ne reste donc plus qu'à choisir ces surfaces , de manière 
que les courbes, suivant lesquelles elles coupent ^les surfaces 
4onnée§9 soient les plus simples possibles 

Or, on sait; 

!<" «MM Que la section d'un ellipsoïde par un plan est tou- 
jours une ellipse. 
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2* 1^» Qoe les sections d'an ellipsoïde , par des plans 

parallèles , sont des ellipses semblables. 
Par conséquent, s'il était possible de trouver un plan qui 
coupât les ellipsoïdes donnés suivant deux ellipses sembla- 
bles; il en serait de même de toutes les sections par des plans 
parallèles au premier; de sorte qu'en choisissant un plan de 
projection sur lequel une de ces ellipses se projetterait par 
un cerlce , toutes les autres ellipses , semblables et parallèles 
à la première, se projetteraient également par des cercles ; et 
la construction de l'épure serait alors très-simple. 

La solution du problème se trouve donc réduite aux deux 
opérations suivantes : 

1** mmÊÊm Déterminer la direction des plans qui coupent les 
deux ellipsoïdes donnés , suivant des ellipses semblables 
et parallèles. 
V ■«■ Trouver un plan de projection sur lequel toutes ces 
ellipses se projettent par des cercles. 

336. Première opération. Plans coupants. Pour satis&ire 
à la première des deux conditions précédemment énoncées, 
on pourra opérer de la manière suivante : 
l*" HMi On prendra dans l'espace un point quelconque o 

(/îflf. 17). 
2» MMi De ce point comme centre on décrira une circon- 
férence quelconque d ; 
3"" i-M On fera : 

VO' : O'H :\w\ oh 
ifig. H) (/îff. 17) 

cette proportion déterminera oh et l'on construira une 
ellipse sur les deux axes vo et oh (fig. 17) cette courbe 
sera semblable et parallèle à l'ellipse F' de la figure 11 ; 
4* "ii" On fera ensuite : 

iC : C'G :: uo : ok 
(fig.ii) (fig. il) 
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ce qui déterminera ok et l'ellipse construite sur les 
deux axes ou et ok sera semblable et parallèle à l'ellipse 
E' de la figure il^ 
5^ «HM Les deux ellipses e et ^ de la figure 17 pourront 
alors être considérées comme les projections de deux 
ellipsoïdes de révolution circonscrites à une même 
sphère d, et les droites aa , ce étant les projections des 
deux ellipses suivant lesquelles les ellipsoïdes e et ^ se 
pénètrent, il s'ensuit que les sections parallèlesà l'un des 
plans Pi ou Ps seront semblables et parallèles à l'une des 
deux ellipses aa ou ce. 

337. C'est pour mieux faire comprendre ce qui précède 
que j'ai construit la figure 17, mais il est évident que tout cela 
peut être facilement exécuté sur la figure 11 . 
Ainsi, on construira : 
1° ■«H La circonférence D qui sera la projection de la 

sphère inscrite dans Tellipsoïde donné F'. 
2^ — — On fera la proportion C'i : C'G :: O'U : O'K, ce qui 

déterminera O'K. 
3^ wmÊÊm Sur les demi-axes O'U, O'K on décrira Tellipse UK 

qui sera semblable et parallèle à l'ellipse IG. 
4* «HMi Les deux ellipses UK et VH seront les projections 
de deux ellipsoïdes circonscrites à la sphère D, et les 
sections de ces deux ellipsoïdes par des plans paraUèles 
au plan P seront des ellipses semblables et parallèles. 
Mais l'ellipsoïde auxiliaire UK, étant semblable et parallèle 
à l'ellipsoïde E', il s'ensuit que les sections des trois ellipsoïdes 
E', F' et UK par des plans parallèles au plan P seront toutes 
semblables et parallèles entre elles. 

On aura donc déterminé la direction des plans par lesquels 
il faut couper les deux surfaces données E' et F', pour que toutes 
les courbes de section soient des ellipses semblables et paral- 
lèles. 
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338. deuxième opération. Plan$ de projection, La section 
Ae rellipsoïde F' par le plan P sera une ellipse qui aitira pour 
demi grand axe la droite O'a et pour demi petit aie une droite 
égale à O'V qui est le rayoâ de la sphère inscrite b. 

Or, la demi-cîrconfér^ence O'ca décrite sur O'd comitie dia- 
mètre rencontrera la circonférence D en un point c, de sorte 
que la corde O'c sera égale à O'V, et par conséquefit au demi 
petit axe de Tellipse aa et le triangle acO' étant rectangle 
en c la corde cO' sera ta projection de Thypot^nuse O'ô d'où 
il résulte que sur le plan A^Z^ ou sur tout dutre plan qui serait 
perpendiculaire à la corde ac Tellipse aa se projettera par un 
cercle, puisque la droite O'a qui est le demi grand axe de cette 
ellipse aura pour projection la droite O'c qui est égale au rayon 
de la sphère inscrite dans l'ellipsoïde et par conséquent au ()eti( 
axe de Tellipse aa. 

Puisque Tellipse aa se projette par un cercle sur lé plan 
A^Z^ perpendiculaire â la cordé ac, îl en sera de m^me de 
toutes les ellipses semblables et parallèles que l'on obtiendra 
en coupant les deux ellipsoïdes donnés E' et F' par des plans 
parallèles au plan P. Par conséquent, 

339. Polir avoir un point de la courbé èuîvarit lâ(|uêlle lés 
deux ellipâoïdes donnée se péfiètrent, on ^oiirrâ ôpéfëf de la 
manière suivante : 

1* HÉiâi Oh coupéfà leé deiix surfaces par" ùd plan Pi pa- 
rallèle au plafi P, ce qui dôrînera pour seôtionà deux el- 
lipses semblables, parallèle^, et projetées sur le plan 
vertical A'Z' par lès droites i-ï et 2-2 égales âîix grande 
axes de ces deux ellipses, 

La première de ces deux courbés àiirà ^dîir centré 
le point 3 milieu de son grand axe i-l, et lé point 4 
milieu de là droite Ë-2 sera lé' centime de lâ secondé 
ellipse. 

2* ■■■" Les points 3 et 1 étant projetés sur le plan A."^ éi 
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rabattus sur le plan horizontal de projection (fig. i4), 
la circonférence décrite sur le diamètre 1-1, sera là 
projèctiori de l'ellipse suivant laquelle le plan P^ coupe 
relIi()Soïde F' 5 

3* mmmà Lei poînls 4 et 2 étatit projetés sur le plan A^Z^, 
et rabattiis sur la projection horizontal, la circonfé- 
rence décrite sur le diamètre 2-2, sera la projection de 
l'ellipse suivant laquelle le plan P^ coupe TellipsoïdeE' 5 

4" ■■■" Les pôîht§ S et 6 àuJvafît lesquelles se èoùpent les 
deux circonférences 1-1 cl 2-2 de là fig. 14 seront les 
projections de deux points qui appartiennent à la courbe 
dé pénétration cherchée. 

Ces points seroilt successivement projetés sur A'Z', sur 
k^P, et de là sur la trace du plan P^ (fig. 11), d'où il sera 
facile de déduire leurs projections horizontales (fig. 13) 
âur les droites menées parallèlement à la ligne À'Z' par 
les points 8 et 6 de fà projection rabattue (fig. 14). 

En recommençant les opérations précédentes, on ob- 
tiendra tous les points de la courbe de pénétration. 

840. lAgAèê éè àipârMim. On sait qne la ligue de sépa- 
ration mt un ellipsoïde est toujours «ne rilipsc. 

Or, si l'on projette la surfkfce E ârir tfl plan vertical A"Z", 
parallèle à la p^ojeèfîtrti SOdii tayoh lumineut, la ôourbô de 
séiJafatiWi atirâ p&ùt projection, 16 dtfimètré 7-8, dont la 
direction sera délef miriéè paf lé poîM G" et par le milieu d'une 
corde quelconque 11-12 parallèle au rayon luniitfèUx S"0" 

Léfe points *? et 8 die î'elKp^oïdé E", étant ptojeté^ sur le 
pUtï hotizohtal il éëià faéilè de coriètrtilt'é rellipsè 7-9-8 et 10 
qtrî tome la séparation èui^ la Surface É (fig. 13). 

En ôpéraht cortimé fious Tàvons dît au n^ 329 oh aurait pu 
facilement éviter la éoùstruètion de Tellipsè E'' mais ôette pro- 
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jection auxiliaire nous servira bientôt pour résoudre une autre 
partie de la question. 

La ligne de séparation étant déterminée sur les figures E et 
E", on obtiendra la même courbe sur la projection E' en éle- 
vant, par chaque point de la projection E, une perpendiculaire 
à la ligne À'Z', et portant sur chacune de ces perpendiculaires 
la hauteur du point correspondant de la projection E". 

Sél. ligrne de Séparation sur la surface F: 

!• HMi On projettera cette surface sur un plan A"'Z'" per- 
pendiculaire à son axe O'H, ce qui donnera le cercle F'"; 

2* MMi On fera la distance e'"S"' de la figure 3 égale à eS 
de la projection horizontale {fig. 13), et la droite S'"0"' 
sera la projection du rayon 80, S'O' sur le plan A'"Z'" 
perpendiculaire à l'axe de Tellipsoïde incliné F'. 

3* mmmm L'cllipsc F'^ égale à l'ellipse F' sera la projection 
de la surface F' sur un plan À'^Z'^ parallèle à son axe et 
au rayon de lumière S"'0'"5 

4^ immm Sur la figure 2, la ligne de séparation sera projetée 
par le diamètre 13-14 que l'on obtiendra en joignant 
le centre 0'^ avec le milieu d'une corde quelconque 
15-16 parallèle à la projection S'^O'^du rayon lumineux. 
Pour construire F'^'O*' ou fera r^S^ de la figure 2 
égale à r'S' de la figure 11 ; 

5* ■«■ Les points 13 et 14 de la figure 2 étant projetés 
sur la figure 3, il sera facile de construire l'ellipse 14- 
17-13 et 18 qui forme la ligne de séparation sur l'el- 
lipsoïde F'"; 

6» ""ii" La ligne de séparation sur la surface F' se déduira 
de ses projections sur les figures F'" et F'^, en abaissant 
par chacun des points de la courbe projetée sur F'", une 
perpendiculaire à la ligne A'"Z'", et portant sur celte 
perpendiculaire la distance au plan P» qui contient le 
plus grand parallèle de l'ellipsoïde F*^ \ 
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Ces opérations n'ont été conservées que pour les 
points 19 et 20; 
7^ mmmm Enfin, la ligne de séparation sera déterminée sur la 
projection horizontale F, en abaissant par chacun de ses 
points sur la projection F', une perpendiculaire à la 
ligne A'Z', et prenant sur la figure F'" la distance au 
plan P, qui est parallèle au plan vertical A'Z' et qui 
contient le centre 0,0',0'" de l'ellipsoïde F. 

342. ombres portées. Les rayons lumineux qui s'appuient 
sur les deux ellipsoïdes donnés, formeront dans l'espace des 
cylindres elliptiques qui auront pour directrices les deux lignes 
de séparation que nous venons d'obtenir. 

Les traces verticales de ces cylindres seront deux ellipses 
dont les centres xl et u' seront déterminés par les rayons de 
lumière qui passeraient par les centres CC et 00' des deux el- 
lipsoïdes donnés. 

Les rayons lumineux qui s'appuient sur les lignes de sépa- 
ration, détermineront tous les points des deux ellipses qui 
forment le contour de l'ombre portée sur le plan vertical A'Z' 
et sur le plan horizontal de projection. 

343. ombre portée par rim des ellipsoïdes sur 
l'antre. Les points 21 et 22 suivant lesquels se coupent les 
deux ellipses qui forment le contour de l'ombre portée sur 
le t>Ian vertical A'Z', détermineront les rayons de lumière 
communs aux deux surfaces cylindriques formées par les 
rayons qui s'appuient sur les deux lignes de séparation, et les 
points 21 et 22 de reilipsoïde E£', seront par conséquent les 
ombres portées sur Tune des lignes de séparation par les 
points correspondants de l'autre. 

Pour obtenir d'autres points de la courbe demandée on 
pourra opérer de plusieurs manières. 
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344. Première méthode. Si l'on veut ôbteniï les points de 
l'ombre portée sur un parallèle détermifié de Tellipsc^de E , 
oh pourra employer le principe du numéro HÔ. 

Ainsi les rayotts lumîhetii qui s'âppUierâîétit sur lé paral- 
lèle donné, et sur la ligne de feéparalian de ^ellipsoïde FF', 
formeront deux (Cylindres doilt les tràôés horizontales seront 
tifl cercle et urié ellipse ^ et }ès Intersections de ce6 deux 
courbes appartiendront aux rayorté torirlffliins à cëâ deux cy- 
lindres, ce qui déterminera les deux points d'ombres portées 
par la première des deux lignes sur la seconde. 

Les limites de l'épure n'ont pas permis d'exécuter œtte 
construction. 

345. Deuxième méthode* Supposons que l'on veut obtenir 
l'ombre portée sur l'ellipsoïde £', par le plus bas des deux points 
qui sont désignés par le n^ 20 , sur la projection verticale F'. 

On coupera la surface E' par le plan P^ parallèle au rayon 
de lumière S'O' et perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion à'Z', la section sera une ellipse dont il sera facile de con- 
struire la projection horizontale^ et l'intersection de cette 
courbe par le rayon qui contient le point 20 de l'ellipsoïde F' 
déterminera l'ombre portée par ce point sur la surface E. 

Cette opération n'a pas été tracée sur l'épure. 

346. Troisième fhéthàdé. Si l'oii vent ëtitèr là t)rÔîéetfôâ 
elliptique de la coUrbé , Stf îvaiït laquelle là surface E' éSt côtf- 
pée par lé plan P^ oîi erfipfôira Un plan dé projectioiï Stir lé- 
quel 6ette courbe Serait projetée pat uft cercle. 

Pour obtenir ce plafi Oh dèVra ôpSrèr comme ûdtls l'atofié 
fait au h* 338-, ainsi k coilrbê dont II é'agit est Une éllipâè 
qui a pour grarid axe la ôôrde 24-24 de Feilîpse Ë'^ éf pont 
demi petit axe l'ordonnée 26-27 dé lâ demi-circoàféréflCé 
^5-27-25 qui appartient au parallèle 2o-25 rabdttu. 

Or, si l'on construit té triangle rectaiiglè 29-2S^24, 
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dont l'hypoténuse 26-44 est égale au demi-grônd ate de 
Téilipse 24-24, et qui a pouf côté d'ânglé droit la droite 
26-28 égale au demi-petit axe 26-27 de Tellipse dont il 
s'agit, cette courbe se projettera par un cercle sur tout plan, 
tel que À'^Z^*, qui serait perpendiculaire aU ààiè S4-28 du 
triaftgle 26-28-24 , puisque sur ce plah A*2^*, ou sûr totll autre 
plâii qui lui serait parallèle , la projection 26-i8 du denoi- 
grand axe 26-24 de Fellipse dont il s'agit, sera évidemment 
égale au demi-petit aie 26-27 de la tnétile ellipse. 

te qui précède étafit admis , si l*on rabat !è ttOUVeatÉ plan 
de projection A'^Z'^' , en le faisant totiriier autour de sa trace 
hôrizoritâle, le poiht 20 de la (îotlrbe de séparation de P' vlefldra 
se projeter (fig, 14) sur la droite 2&, parallèle à là ligne A!ï' et 
passafit par le point 20 de Pèllipsoîde f : Tettipse 24 de la pro- 
jection E' se projettera sur le plan A^Z^* pari' arc de cercle 30; 
le rdyon SO, S'O' âerË projeté sur le môrfle pfàn par ta droite 
S"0^", et là droite 20-20 menée parallèlement à S^'Ô*' par I 
point 20 de la ligne 29, seta ta projection sUr le plan k^P' du 
rayon lumineux qui contient le point 20 de Tellipsoïde F'. 

L'ihtèrsectioti dû tàybh 20 rabattu , aveè i'àrc de èercle 
30-30 , déterminera âtir cette ligue le point 20 de l'cntnbfë 
portée que l'on tamènèrâ sttccessivèttiéilt, sur À'Z', stir A^Z^' et 
de Jà siir là tracé dû plaii côupaftt P* p^t iiûé perpeiidfcutairér 
au plàii de projéètion M'PK 

Il ne faut paâ oublier que les droites SO, S^'O^', sotlt les 
projections du rayon lumineux sur déul plans différents, d'ôà 
il résulte que ces deux lignes rie sont pas parallèles, et si , daii^ 
lé cas actuel , la dîfîeirencé de leur direction paraît insensible, 
cela ne doit être attribué qu'au peu d'inclinaison du plan dé 
projection A^'Z^V, par rapport au plan horizontal, qui cofitiehi 
la projection SCf. 

Les abréviations que Ton obtient par la méthode précé- 
dente proviennent surtout de ce qu^en èoupant la surface E 
par des plans parallèles au plan projetant P* lés ellipseS de 
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sections seront toutes semblables et parallèles, de sorte que 
chacune d'elles sera projetée par un cercle, sur le plan A^'Z^ 
rabattu. 

347. Quatrième méthode: 

V MMB On projettera le point 20 de rellipsoïde F sur le 
plan vertical A'^Z", en prenant la hauteur de ce point sur 
la projection F'. 

2'' HMi On coupera l'ellipsoïde ËË'' par le plan F, passant 
par le point 20, perpendiculaire au plan vertical A^Z", 
et parallèle au rayon de lumière S"0". 

La courbe de section sera une ellipse 31-31, dont on évitera 
la projection elliptique, en employant comme ci-dessus un plan 
de projection A'^^'Z''" sur lequel cette courbe se projetterait 
par un cercle. 

Pour déterminer la direction du plan A^"Z^", on décrira la 
demi-circonférence 33-34-31 dont le diamètre 33-31 est égal 
à la moitié de la corde 31-31 , qui est le grand axe de l'el- 
lipse. 

Le centre 33 de cette courbe sera situé sur la projection 
7-8 de la ligne de séparation de la surface E'\ 

L'ordonnée 33-35 du parallèle 32 rabattu , sera le petit axe 
de l'ellipse, et si Ton construit le triangle rectangle 33-36-31 , 
dont l'hypothénuse 33-31 est égale au demi-grand axe 33-31 
de l'ellipse 31 -31 , et dont le côté 33-36 est égal au demi-petit 
axe 33-35 de l'ellipe dont il s'agit. Cette courbe se projettera 
par un cercle sur tout plan , tel que A^"Z^", qui serait perpen- 
diculaire au côté 31-36 du triangle rectangle 33-36-31 , 
puisque la droite 33-36, projection du demi-grand axe 33-31, 
sera égale au demi-petit axe 33-35 de l'ellipse. 

La disposition précédente étant adoptée, on agira comme 
au n^ 346. 

Ainsi , le nouveau plan de projection A^"Z^" étant rabattu 
en A''"Z'''" autour de l'horizontale projetante du point A''", 
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l'ellipse 31-31 de la figure F" sera projetée (/îjr. 15) par la cir- 
conférence 37, et le rayon lumineux qui contient le point 20 
de la projection F, déterminera' sur la circonférence 37, le 
point SO de Tombre portée ; on ramènera successivement ce 
point, sur A^"Z''"', sur A^'^'Z"' et de là sur la trace du plan P, 
par une perpendiculaire au plan de projection A^'^Z''". 

Le point 20 étant obtenu sur la projection Ë", il sera facile 
de déterminer sa projection sur le plan horizontal (fig. 13). 

L'intersection du cercle 37 par le rayon du point 20 déter- 
mine un second point 23 , qui fait partie de la courbe suivant 
laquelle la surface de Tellipsoïde E serait traversée par les 
prolongements des rayons lumineux qui s'appuient sur la 
surface F. On peut construire cette partie de courbe comme 
exercice. 

La méthode que nous venons d'exposer est plus simple que 
la précédente , parce que le plan de projection A"Z'' est pa- 
rallèle aux rayons lumineux , d'où il résulte que les projec- 
tions de ces rayons sur le plan rabattu A^"Z^"', se confondent 
avec leurs projections sur le plan horizontal. 

On n'a projeté sur la figure 21 , que la ligne de séparation 
F" de la surface F ; on remarquera que cette courbe ne se pro- 
jette pas en ligne droite comme sur les figures 2 et 22, ce 
qui provient de ce que cette projection parallèle à la lumière 
n'est pas en même temps parallèle à Taxe de l'ellipsoïde F, 
d'où il résulte que le plan qui coupe symétriquement cette 
surface et le cylindre formé par les rayons lumineux qui l'en- 
veloppent n'est pas parallèle au plan de projection A"Z", ce 
qui serait nécessaire pour que la ligne de séparation se pro- 
jetât en ligne droite. 

348. Cinquième méthode. Avant d'exposer cette dernière 
méthode, je ferai remarquer que le but auquel on s'est prin- 
cipalement proposé d'atteindre par les méthodes précédentes, 
était d'éviter les projections elliptiques des courbes suivant 
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lesquelles I4 lurface E est coupée par las plans projfitants des 
r»yons lunoioeux. Jusqu'ici nous y somipo^ parvenus m faisant 
usage d'un plan de projection dirigé de manière que sur ce 
pI^P) h projeption du grand axe de chaque ellipse est ëgate nu 
petit ax#. 

Or, la ppojeçtion d'une droite diminuant de longueur à m^ 
sure que Ton augmente Tangle que cette ligne fait avec le plan 
de projection, il est évident que Ton pourra toujours inclio^r 
ce plan par rapport à )a ligne donnée d'une quantité suffisante 
pour que la projection de cette ligne (fig. 5) soit aussi courte 
que l'on voudra. 

Mais on peut encore éviter les projections elliptiques des 
courbes de sectipn en faisant usage d'un plan sur lequel la 
projection du petit axe de chaque ellipse sera égale à «on 
grand a^e. 

Il est sw I qu'alors les lignes projetantes ou ordonnées de 
chaque point (fig* 6) ne seraient plus perpendiculaires au plan 
AZ de projection comme dans tous les exemples qui précèdent. 

Mais en faisant usage d'ordonnées obliques, telles que MW9 
I^V (fig, 63 on pourra toujours donner à ces ordonnées une 
direction t^ll^ que la projection mV de la droite N'N'» soit 
aussi longue que l'on voudra. 

I^a projection d'une courbe, dans ce cas, serait une section 
oblique du cylindre projetant, au lieu d'en être une section 
^roitOt conome dans les projections ordinaires ou orthogoml^i' 

d49i Supposons donc {fig. 4) que l'ellipsoïde EE' soit coupé 
par un certain nombre de plans. piPiPs etc. parallèles entre 
eux, et à Taxe de la surface que nous supposerons ici vertical. 

Adoptons, pour les horizontales projetantes aa'\ od\ cd* 
telle direction que nous voudrons^ puis, faisant aV égale au 
grand axe vu de l'ellipse ao il est évident que la projection 
oUiqw de cette ellipse sur le plan vertical VZ" sera un cerale 
dont le rayon a'V sera égal à ov puisque sur le plan A"Z") 
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1^ projection aV du petit ai^e de Teilipse ac sera ég^Ie au 
Çrand aje w de U m^me ellipçe, Toutes les ellip$e§ suivant 
lesquelles la surface E ei?t coupée par Jeft p|an3 ppiPt eto. 
4tj|nt neaibUbles et parallèles , leur§ projections obliquas sur 
le plan vertical A"Z" seront des cercles dont tous les centres 
feront à la même hauteur. 

Si la direction de§ horizontales projeti^ntes ça'" y oo'", etc, est 
perpendiculaire aux plans coupants ppiPt etc., et si Ton 
fait comme précédemment a!"c"' égale au grand axe vu de 
l'ellipse aPi les projections obliques de toutes les «ourbes de 
gection sur le plan vertical V'Z'" seront des cercles concen- 
triques, ce qui sera encore plus simple. 

C'e$t principalement dans cett§ disposition d'épuré , que 
(on^istQ la méthode que nous allons exposer. 

Ainsi) par exemple, si pour avoir }es ombres portées par ]a 
lUrface F sur Tellipsoîde E, npus poupons cette dernière surface 
par des plans verticaui^ parallèles à la direction de la lumière , 
nous obtiendrons pour sections, une suite d'ellipses sem* 
biab}^s et parallèles au méridien E" (fig. 32) ou E' (fig. U). 

Or, si du point Q comme pentre, avec une ouverture de 
Cpmpa§ égale ^ C'C de la projection verticale (fig. il), nous dé- 
crivons un arc de cercle, nous déterminerons le point M'^, et la 
droite M"]N" sera égale au grand axe du méridien MM, de sorte 
que si nous prenons Tborizontale MM'* pour direction des obli- 
ques projetantes, toutes les sections de Tellipsoîde E par les 
plans projetants verticaux des rayons lumineux, se projetteront 
par des cercles concentriques sur le plan vertical A"Z", ou sur 
tout autre plan AJ'l^ qui lui serait parallèle. 

Supposons donc, que, pour vérift^r les opérations qui pré- 
cèdent, nous voulons déterminer, par cette méthode, l'ombre 
portée sur l'ellipsoïde Ë, par le point 20 de la surface F. 

Nous couperons la surface E par le plan vertical Pj qui con- 
tient le rayon lumineux passant par le point 20 de la surface F. 

L'ellipse 39 provenant de la section de la surface E par le 
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plan vertical ?« se projettera obliquement sur le plan A"Z'* par 
un cercle qui, ramené dans le plan A*Z* et rabattu sur l'épure 
donne pour résultat la circonférence 39. 

L'horizontale projetante du point 20 de la surface F {fig. 13) 
perce le plan de projection oblique A"Z" en un point, qui ra- 
mené et rabattu dans le plan A^Z% donne le point 20 sur la 
courbe F* qui est la projection sur le plan A'^Z* de la ligne 
de séparation sur la surface F. 

Enfin, le rayon lumineux 80, 80' étant projeté par 8*0* sur 
le plan A*Z*, on tracera le rayon du point 20 de la courbe F*, et 
rintersection de ce rayon avec la circonférence 39 déterminera 
les points d'ombre portée 20 et 23 que l'on ramènera d'abord 
sur A"Z'*, puis sur la trace du plan vertical Pg par des hori- 
zontales projetantes perpendiculaires à ce plan, et de là sur la 
projection verticale £', par des perpendiculaires à la droite A'Z'. 

Les mêmes opérations répétées feront connaître autant 
de points que Ton voudra, pour l'ombre portée sur la sur- 
face E par l'ellipsoïde F. 

Pour ne pas embarrasser l'épure, j'ai seulement indiqué les 
opérations nécessaires pour déterminer les points 20 et 38 de 
l'ombre portée , et les points 23 et 41 suivant lesquels les 
rayons 20 et 38 prolongés perceraient une seconde fois la sur- 
face de l'ellipsoïde E. 

J'ai indiqué les diverses méthodes qui précèdent, afin que 
les élèves puissent s'exercer sur chacune d'elles, car on ne 
peut pas dire qu'en pratique, Tune soit absolument préférable < 
à toutes les autres, et lorsque l'emploi d'une méthode conduit 
à dès intersections trop aiguës, il est évident qu'il faut par 
d'autres moyens vérifier la position du point que l'on a obtenu. 
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CHAPITRE IL 



SURFACES RÉGLÉES. 



350. La détermination des lignes qui forment les limites 
des projections et des ombres sur les surfaces réglées dépend 
de ce principe de géométrie descriptive. 

351. Tout plan qui contient une génératrice d^une sur- 
face réglée Test tangent à celte turface^ quelle que soit du reste 
sa direction. 

On sait en effet qu'un plan tangent est toujours déterminé 
par cette condition qu'il doit contenir deux tangentes. 

Or la génératrice ac (fig. H 8, pi. 28), par laquelle on 
fait passer un pian p quelconque , peut toujours être consi- 
dérée comme une première tangente. De plus, ce plan contient 
la droite mn tangente à la courbe vu^ suivant laquelle il coupe 
les autres génératrices de la surface. 11 contiendra donc les 
deux tangentes ac , mn, 

352. Ainsi , nous admettrons comme conséquence du prin- 
cipe qui vient d'être démontré que , pour construire un plan 
t<ingent à une surface réglée , il suffit de le faire passer par 
une quelconque des génératrices de cette surface. 

On construira la courbe ru, et le point de tangence o sera 
déterminé par l'intersection de cette courbe avec la généra- 
trice aCf par laquelle on a fait passer le plan tangent. 

353. Si on faisait tourner le plan tangent autour de la gé- 

17 
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nératrice ac^ le point de tangence glisserait le long de cette 
droite et changerait de place pour chacane des diSërentes 
positions du plan tangent. 

354. Si la surface réglée avait un plan directeur, et que le 
plan tangent lui fût parallèle, le point de tangence serait à 
l'infini. 

355. D'après cela, on conçoit comment il sera possible de 
déterminer la ligne de séparation sur une surface réglée. 

1° On fera passer (fig. 122) par chaque génératrice nn 
plan parallèle à la direction de la lumière; 

2° On déterminera le point où chacun de ces plans touche 
la surface (352). 

La courbe passant par tous ces points sera la ligne 
cherchée, 

356. Si on remplace le rayon luminetêx par une droite 
perpendiculaire au plan de projection , la courbe que Von 
obtiendra sera le contour de la projection de la surface. 

357. On pourrait remplacer la construction de la courbe vu 
(fig, 118) par celle d'une ligne droite. 

En effet, soient les trois courbes À , B, C (fig. 119) servant 
de directrices à une surface réglée , ac étant une génératrice 
de la surface. 

Par les points a^s^c^ suivant lesquels la droite ac s'appuie 
sur les trois directrices À, B, C, concevons les trois tangentes 
r, t', i". 

Ces tangentes pourront être prises pour directrices d'un hy- 
perboloîde à une nappe qui touchera la surface donnée suivant 
toute la longueur de la génératrice ac\ d'où il résulte que tout 
plan tangent à l'hyperboloide sera tangent à la surface pri- 
mitive. 



Digitized by 



Google 



PL. 28. HYPERBOLOIDE. 259 

Or on sait que , par suite de la double génération de Thyper- 
boloîde, tout plan tangent à cette surface contient les deux 
génératrices droites qui passent par le point de tangence. De 
sorte que Tune de «es génératrices étant prise pour première 
tangente , la seconde génératrice remplace la courbe de sec- 
tion vu (fig. 118), qui dans le cas de Phyperboloïde se con- 
fond avec sa tangente. 

358. Supposons actuellement que par la génératrice ne on 
ait fait passer un plan tangent quelconque (351) et que Ton 
veuille déterminer le pcnnt où ce plan touche la surface. 

l"" On coBstruii^ ies trais tangentes t, t', t" directrices de 
Vkyperboldide tangent. 

2" Les deux droites aV, a"c" qui s'uppuient sur les trois 
tangentes. 

S*" Les deux points m , n , s^uivant lesquels les droites a!c\ 
à"c" sont coupées par le plan tangent , et la ligne mn qui 
joint ces points, sera la deuxième tangente. 

En efiget, cette droite s'appuyant sur les trois directrices 
<i'c\ ac^ a*'c" sera une génératrice de Iliyperboloïde et, par 
<îonséquent, sera tangent à la surface primitive. 

LHntersection des deux tangentes ac^ mn déterminera le 
peint de tangenoe o. 

359. Chacune des tangentes t^ t\ t" combinée avec la 
droite ac , déterminera un plan tangent. '^ 

Dans chacun de ces plans on pourra mener une infinité de 
droites tangentes à la surface , et si on prend une quelconque 
de ces tangentes dans chacun de ces trois plans tangents, on 
pourra en faire les directrices d'un hyperboloïde tangent. 

Or, puisque Ton peut prendre pour ces directrices, les 
tangentes que l'on voudra , il en résulte qu'il y a une infinité 
d'hyperboloïdes tangents à la surface donnée suivant la droite 
ac , et que l'on pourra toujours choisir parmi ces hyperbo- 
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loïdes celui qui, par la disposition de ses directrices, serait le 
plus commode pour la construction de Tépure. 

Si on choisit de préférence trois tangentes parallèles à un 
même plan , elles pourront être prises pour les directrices d'un 
paraboloïde hyperbolique, dont la construction est ordinaire- 
ment plus simple que celle de Thyperboloîde à une nappe. 

Enfin , le plan directeur du paraboloïde pouvant être pris à 
volonté on pourra choisir celui dont la direction serait la plus 
favorable. 

360. Dans tous les cas , la construction du plan tangent à 
une surface réglée quelconque , peut toujours être remplacée 
par la construction du plan tangent à un hyperboloïde ou à 
un paraboloïde qui toucherait la surface donnée, suivant la 
génératrice sur laquelle ou veut obtenir le point de tangence, 
et l'avantage qu'il y aurait à cette solution serait de remplacer 
lacourbein4(/Sjf. 118), par une ligne droite mn (fig. H9). 

361 . Lorsque Ton applique cette théorie à la recherche de 
la ligne de séparation , tous les plans tangents doivent être 
parallèles à la direction du rayon lumineux. 

Or, si on prend un plan auxiliaire de projection, perpendi- 
culaire à cette droite, la construction de la courbe vu (fig. 
11 8) ou de la droite mn(fig. 119) sera plus facile, puisqu'elle 
dépendra de l'intersection des génératrices de la surface ou du 
paraboloïde tangent, par un plan perpendiculaire au plan de 
projection. 

362. J'ai dû, avant d'aborder les applications, résumer en 
quelque sorte toute la théorie des plans tangents aux surfaces 
réglées , afin d'avoir un point de départ auquel le lecteur puisse 
rattacher les solutions particulières, à chacun des exemples 
que nous allons choisir pour sujet d'exercice. 

Malheureusement , le principe général , tel que nous venons 
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de Texposer, n'est presque jamais applicable, pour deux 
raisons. 

La première , c'est que dans la pratique on rencontre très- 
peu de surfaces réglées qui se contournent , se tordent en 
qaelque sorte assez brusquement, pour que le plan qui con- 
tient la génératrice que Ton a choisie pour première tangente 
puisse couper les autres génératrices dans les limites de la 
feuille sur laquelle on dessine. 

Ensuite , quand ces intersections ont lieu sur l'épure , elles 
se font presque toujours suivant des angles si aigus , qu'il n'est 
pas possible de compter sur l'exactitude de la courbe ou de la 
droite qui en provient. D'ailleurs, cette courbe ou cette droite, 
en les supposant rigoureusement obtenues, coupent souvent 
la première tangente trop obliquement pour déterminer le 
point de tangence d'une manière convenable. 

C'est pourquoi on préfère presque toujours employer une 
construction particulière dont le choix est déterminé : 

1*^ Par la nature particulière de la surface ; 

2'' Par sa position dans l'espace ; 

3*" Par la direction des rayons lumineux. 

Hyperboloide de révolution, 

363. Proposons-nous, par exemple, de construire les projec- 
tions et les ombres d'un hyperboloïde de révolution à une nappe 
posée transversalement sur un cylindre circulaire horizontal A. 

On sait {Giomitrie de$c. ) que cette surface peut être classée 
à volonté parmi les surfaces réglées ou parmi les surfaces de 
révolutions. 

Sous ce dernier point de vue , il est évident que l'on pour- 
rait opérer comme nous l'avons fait pour le tore et les surfaces 
de révolution qui en dépendent. 

Mais cette méthode ayant été suffisamment étudiée , nous 
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considérerons Texempie proposée comme surface réglée, el 
dans ce cas , voici quel sera Tordre des opérations : 

364. Les données sont : 

l"" La projection ht! de Taxe sur )e plan vertical (/Cgf. 123)^ 
2^ La projection verticale %c d'une génératrice , et la projec* 
tion JsV de cette même génératrice sur le plan de la figure 
124 , qui est perpendiculaire à Taxe , et sur laquelle , par con- 
séquent^ cet axe se projette par un point K^. 
3*" Les deux projections «I , «"i" d'un rayon de lumière. 

365. Projections. On commencera par construire la pro- 
jection 124 perpendiculaire à l'axe hU de la surface {Géomé- 
trie descriptive). 

Pour plus de régularité dans l'épure, on pourra décrire 1» 
circonférence z'mV avec, un rayon tel que l'arc z'e^ ait une 
commune mesure avec la circonférence js^mV. 

Cette commune mesure divisera donc l'arc zV et la circon- 
férence Js'mV en parties égales. 

Quoique la surface proposée puisse être engendrée par une 
droite, de deux manières différentes ^ on n'a représenté ici 
qu'une des deux générations. 

Projection verticak. Par les points z, c, ramenés (fig. 123) 
sur la génératrice zc , on construira les deux plans pq , p'^ 
perpendiculaires à l'axe hh^. Les intersections de la surface 
par ces deux plans, sermit deux cercles parallèles projetés 
(fig. 124) par la circonférence /mV. 

Les pointa de division de cette cireonfêrence étant projetés 
sur gy, on les ramènera dans les plans jpg, p'q^^ en les &isanl 
tourner autour de l'horizontale projetante du point g. 

Cette opération déterminera {fig. 123) les points par les- 
quels doivent passer les projections verticales des génératrice» 
de la surface. 

On fera bien, pour éviter les erreurs, de désigner par un 
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même chiffre les points qui , dans ks plans pg, pY? appartien- 
nent à la même génératrice. 

366. Protection horizontale. Par tous les points projetés 
sur les traces des plans pq^ p'q' (fig, 123), on abaissera des 
verticales dont les intersections avec les droites menées pa- 
rallèlement à la ligne AZ par les points correspondants de la 
ligure 124 détermineront, sur la figure 125, les projections 
horizontales de ces mêmes points. 

Cette opération donnera les deux ellipses js'V, c"n". 

Enfin, on joindra les points obtenues sur la première de ces 
deux ellipses avec les points correspondants de l'autre, ce qui 
donnera les projections horizontales des génératrices de la 
surface. 

367. Contour des projections. Des courbes tangentes aux 
projections verticales et horizontales des génératrices que nous 
venons de tracer détermineront le contour des projections 
avec toute Texactitude suffisante pour la pratique. 

On conçoit d'ailleurs qu'en construisant un plus grand 
nombre de génératrices l'ensemble des parties très-petites 
comprises entre les points où chacune de ces droites est coupée 
par celle qui précède et par celle qui suit, formerait la courbe 
sans qu'il soit nécessaire de la tracer. 

On est d'autant plus autorisé à regarder. ce résultat comme 
suffisamment exact que ces portions de droites sont plus pe- 
tites précisément là où la courbure de la ligntf cherchée est la 
plus grande. 

Une autre raison pourrait encore engager à se contenter du 
contour formé par les intersections des génératrices, c'est 
qu'en général les projections des corps inclinés n'étant em- 
ployées que pour décrire les objets, pour en faire mieux com- 
prendre la forme , et pour indiquer les relations de position 
qui existent entre ces objets et d'autres qui seraient placés au- 
trement dans l'espace, ces sortes de projections n'exigent pas 



Digitized by 



Google 



264 SURFACES RÉGLÉES. PL. 28- 

une exactitude aussi rigoureuse que celles qui ont pour but de 
déterminer le tracé des coupes nécessaires à la construction du 
corps représenté. 

Or, les personnes qui ont l'habitude des ateliers savent que^ 
lorsqu'on veut exécuter une pièce quelconque de machine ou 
de bâtiment, on fait une projection particulière de cette pièce 
sur le plan de projection le plus simple, quant à sa position^ 
et Ton évite au contraire tes projections obliques , qui ne don- 
nent jamais les véritables dimensions de l'objet proposé. 

Cependant, pour satisfaire les esprits avides d'une rigou- 
reuse exactitude, pour exercer et fortifier rimagination du 
lecteur, et pour le cas où l'on ne voudrait tracer sur l'épure 
qu'un très-petit nombre de génératrices, nous allons dire 
comment on pourrait déterminer sur chacune de ces lignes le 
point où elle doit être touchée par la courbe formant le con- 
tour de la projection de sa surface. 

Supposons , par exemple , que l'on veut avoir le point où la 
génératrice zo est touchée par la courbe qui forme le contour 
de la projection horizontale 5 cela revient à déterminer le point 
suivant lequel la surface est touchée par le plan vertical cV 
qui contient cette génératrice. 

Or, par suite de la double génération de Thyperboloïde , le 
plan tangent vertical qui a pour traces wl'd^ (fig, 125) coupe 
la surface suivant deux génératrices, dont tes projections hori- 
zontales z'V, mV se confondent avec la trace du plan vertical 
qui les contient toutes les deux. 

La première de ces deux lignes , étant projetée sur le plan 
de la figure 124 devient zlc'j et la seconde devient mV. 

Leur intersection a' est le point de tangence demandé qui, 
ramené en 0" (fig. 125) sur la trace du plan mV, appartient 
au contour de la projecton horizontale. 

Pour vérifier la construction , on projettera les deux généra- 
trices zc, mn sur la figure 123, et leur intersection devra se 
trouver sur la verticale o"-o. 
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On déterminera de la même manière autant de points que 
Ton voudra. 

368. On fera bien de se rappeler le principe que nous avons 
énoncé au n* 187 ; car, dans le cas particulier qui nous occupe, 
il en résultera une simplification remarquable. En effet , le mé- 
ridien parallèle au plan vertical sera un plan de symétrie par 
rapport à la surface et au cylindre projetant perpendiculaire au 
plan horizontal, d'où il résulte que la courbe de contact com- 
posée de deux branches d'une hyperbole se projettera sur le 
plan vertical par la droite tr. 

Il suivra donc pour obtenir cette ligne , de faire deux fois 
l'opération précédente. 

La droite tr coupera les projections verticales des généra- 
trices suivant des points qui , projetés {^g. 125) sur les géné- 
ratrices correspondantes, appartiendront au contour de la 
projection horizontale. Il sera d'ailleurs facile d'obtenir les 
assymptotes de cette hyperbole. 

369. La projection verticale étant parallèle à l'axe, le con- 
tour sera une section méridienne projetée sur les figures 124 et 
125 par la droite qui joindrait h" avec ft'", de sorte qu'il suf- 
fira d'élever des perpendiculaires par les points où cette ligne 
coupe les projections horizontales des génératrices. On pourra 
aussi chercher les asymptotes. 

370. Sur la figure 124, le point de tangence est au milieu 
de chacun des petits côtés formés par les intersections succes- 
sives des génératrices, de sorte que le contour de la projec- 
tion est formé par le cercle inscrit dans le polygone régulier 
qui a pour côtés ces petites portions de génératrices. 

Ce cercle n'est autre chose que le cercle de gorge de la 
surface. 

371 . Ligne de sêparalion. Reprenons la génératrice zc et 
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cherchons à détermiDer sur cette droite un point de la courbe 
de séparation. 

4" Par un point II" pris où Ton voudra sur la génératrice zc, 
z'c\ on construira le rayon lumineux l-s , J"-s". 

2^ Ce rayon percera le plan pq en un point s qui, projeté 
sur pY et rabattu sur gy^ viendra se projeter en s' sur le plan 
de la figure 124 ; la droite ^c' sera donc l'intersection du plau 
P9, par le plan tangent qui contient la génératrice zc et le 
rayon de lumière a-/, s'-J". 

L'intersection de la droits 5'c' avec la circonférence «'mV 
déterminera le point t)' qui appartient à la seconde tangente; 
on construira la projection v^u! de cette ligne en menant parle 
point v' une tangente au cercle de gorge , ou en faisant la 
corde i?V égale à jsV. 

L'intersection des deux tangentes Vc', t?V sera le point de- 
mandé x; on ramènera ce point en x' et en a/' sur les deux 
projections 123 et 125, en opérant comme nous Tavons dit 
plus haut , ou en construisant les projections verticales et hori- 
zontales de la seconde tangente , dont l*intersection avec la 
première donne le point cherché x\ a?". 

L'intersection de cette seconde tangente tni, v"u" par le 
rayon de lumière ««'", js'V^ déterminera le point z"'z''' pour 
l'ombre portée par le point js, z" dans l'intérieur de la sur- 
face j cela résulte de ce que la droite vu , v"u" provient de l'in- 
tersection de la surface par un plan qui contient le rayon du 
point z. 

372. Ainsi, les plans tangents auxiliaires employés pour 
déterminer les points de la ligne de séparation serviront en 
même temps comme plans coupants pour déterminer l'ombre 
portée de l'intérieur dans la surface par les points de l'arc de 
cercle ai, a'i\ 

373. On sait (Géo»îc(rte analytique) que tout cylindre qui 
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a pour directrice une section plane d'une surface du second 
degré j coupe celte surface suivant une autre courbe du second 
degré. 

Par conséquent , la courbe d'ombre portée az'\ a'z'^i" pro- 
venant de l'intersection de la surface par le cylindre formé par 
les rayons lumineux qui s'appuient sur l'arc de cercle aij a'i'\ 
est une courbe plane. 

De plus, il résulte du principe énoncé au n° 187, que les 
deux parties de la ligne de séparation sont deux branches d'hy- 
perboles , et par conséquent sont situées dans un même plan. 

Toutes ces courbes se projetteraient donc en lignes droites, 
si l'on prenait un plan de projection perpendiculaire à la 
droite^ aï, aV suivant laquelle le plan de la courbe d'ombre 
portée azi coupe le plan des deux courbes de séparation. 

374. Cette relation est rendue sensible par la figure 120, 
sur laquelle asf est l'ombre portée par l'arc za , tandis que la 
droite ax est la projection verticale commune aux deux bran- 
ches de la courbe de séparation. 

Si on voulait faire une épure en grand de cette figure, il 
faudrait prendre pour points de division sur l'ellipse jsV 
(/îgf. 121) les points où cette courbe est rencontrée par les 
ordonnées des points qui divisent en parties égales la circon- 
férence z"ucf'; cette précaution donnerait plus de régularité à 
répure. 

Surfaces Mliedides> 

375. On donne en général ce nom aux surfaces qui ont 
pour directrices des hélices. 

376. On sait (Géométrie descriptive) qu'wne hélice est la 
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courht engendrée par un point qui se meut sur un q/Undre 
en s'élevant à chaque instarst d'une quantité proportionnelle 
à r espace parcouru par sa projection horizontale, 

M résulte de cette définition : 

l"" Que V hélice coupe toutes les gérvèratrices suivant un 
angle constant. 

2"" Que Vhélice et toutes ses tangentes font partout le mime 
angle avec un plan perpendiculaire au cylindre. 

S"" Que^ dans le développement du cylindre qui contient 
Vhélice j cette courbe se transforme toujours en ligne droite, 

La distance entre deux intersections successives de la courbe 
avec la m^me génératrice se nomme le pas de rhélice^ et la 
portion de courbe correspondante se nomme une spire. 

La section droite d'un cylindre est une hélice dont le pas 
égale zéro. 

Les hélices se distinguent par la nature de la section droite 
du cylindre sur lequel elles sont tracées ; lorsque cette section 
est un cercle , on dit que Thélice est à base circulaire. 

377. Construction de Vhélice. Supposons (fig. 131 , pi. 29) 
que la circonférence ao3 soit la base ou projection horizontale 
d'une hélice dont le pas serait hp , on partagera cette verticale 
et la circonférence en un même nombre de parties égales , 
en 24 par exemple ^ on tracera ensuite une horizontale par 
chacun des points de division de la verticale hp. 

Si Ton suppose actuellement que le point générateur, par- 
tant de zéro, tourne dans le sens de Tare 0, 1, 2, 3, il est 
évident que , lorsqu'il sera parvenu sur ia verticale du point 1 , 
il se sera élevé d'une quantité égale à la 24^ partie du pas, et 
sa projection verticale devra par conséquent se trouver sur la 
première horizontale au-dessus de la ligne âZ. Lorsque le 
point générateur sera parvenu sur la verticale du point 2 , sa 
projection verticale sera élevée de deux vingt-quatrièmes du 
pas et sera sur la deuxième horizontale, etc. 
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Si on veut construire plusieurs hélices à la même hauteur, 
on relèvera les points sur les mêmes horizontales ; mais , lors- 
qu'il y aura plusieurs hélices à des hauteurs différentes , on ne 
tracera pas de nouvelles horizontales pour chaque hélice, ce 
qui ferait confusion -, on se contentera de porter avec le compas 
la différence de hauteur sur la verticale de chaque point h 
partir de l'horizontale passant par le point correspondant de 
la première hélice. 

Ainsi , pour construire Thélice u\)X , on élèvera des perpen- 
diculaires par chacun des 24 points de division de la circonfé- 
rence cnt!. puis sur chacune de ces perpendiculaires, et à 
partir de l'horizontale correspondante, on portera la distance 
jsu, qui est la différence de hauteur des deux hélices. 

Le point x sera déterminé sur la verticale ex en portant zu 
au-dessus de l'horizontale 18. 

Lorsqu'une hélice a beaucoup de spires , on peut tracer avec 
beaucoup de soins sur une carte la courbe correspondante à 
Tune d'elles , et la rapporter ensuite à toutes les hauteurs en 
se servant de cette courbe pour diriger la pointe du crayon ou 
du tire-ligne. 

378. Tangente, La tangente en un point quelconque d'une 
hélice est l'hypoténuse d'un triangle rectangle, dont la hau- 
teur est à la base comme le pas de Thélice est au déve- 
loppement de la circonférence du cercle qui en forme la pro- 
jection , ou , ce qui est la même chose , comme un certain 
nombre de parties égales du pas est à un pareil nombre de 
parties égales de la circonférence de la base. 

Cela est une conséquence de ce principe que Thélice et sa 
tangente sont également inclinées par rapport aux génératrices 
du cylindre. D'après cela : 

Supposons que l'on veuille construire une tangente au point 
m,m'(/îff. 130 et 131). 

On construira d'abord la tangente mV {fig, 131). 



Digitized by 



Google 



â70 SURFACES RÉGLÉES. PL. 29» 

Cette droite sera la trace horizontale du plan tangent au 
cylindre qui contient l'hélice , de sorte que si on fait mV égal 
à 6/24 de la circonférence m'c, et que mm" (fig. 130) soit 
égal à 6/24 du pas de l'hélice^ la verticale n'n déterminera le 
point n , et Thypoténuse mn sera ta projection verticale de U 
tangente au point m. 

Filets de vis. 



. 379. On distingue: 

V La vis à filet carré ; 

2'' La vis à filet triangulaire. 

La première (/ly. 135) est celle dont le filet serait engendré 
par le mouvement d'un rectangle acvu tournant autour d*uti 
cylindre, de manière que tous ses points décrivent des hélices 
de même pas. 

Dans la vis à filet triangulaire, le filet est engendré par le 
mouvement d'un triangle nzx. 

Les deux surfaces réglées engendrées par les câtés hori- 
zontaux ac^vu du rectangle acvu {fig. 135) sont du genre de 
celles que Ton nomme hélicoîdes conoïdes, parce qu'elles 
ont pour directrice une hélice engendrée par l'un des points 
a, c, V, ti, pour seconde directrice Taxe de la vis, et que de 
plus elles ont un plan directeur perpendiculaire à cet axe. 

Les surfaces réglées du filet triangulaire ont pour directrices 
Taxe de la vis et les hélices engendrées par les points n, Zj x* 

Nous allons nous occuper principalement des surfaces ré- 
glées du filet triangulaire 5 parce que, n'ayant pas de plan 
directeur, elles ont un caractère de généralité qui manque aux 
surfaces du filet carré. II sera d'ailleurs facile d'appliquer à ces 
dernières surfaces ce que nous allons dire des premières. 

380. Étudions d'abord en particulier la surface supérieure 
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du filet, celle par exemple qui serait engendrée par le côté nz 
(fig, 132), et que nous avons projetée (fig. 130) avec ses 
génératrices. 

L'inclinaison de la génératrice et le pas des hélices direc- 
trices ont été augmentés afin de mieux faire sentir le contour- 
Dénient de la surface. 

Les questions à résoudre sont : 

1** Déterminer les courbes qui forment le contour de la 
projection verticale de la surface; 

2** Déterminer les lignes de séparation entre les parties 
éclairées et celles qui sont obscures; 

3** Construire les courbes d'ombres portées sur les surfaces 
du filet par les lignes de séparation ou par les arêtes des 
filets supérieurs. 

Nous avons déjà reconnu que les deux premières questions 
consistent toutes deux à construire des plans tangents à la 
surface parallèlement à une droite donnée , qui , dans le pre- 
mier cas, serait l'horizontale projetante perpendiculaire au 
plan vertical, et, dans le second cas, le rayon lumineux. Dans 
Fun comme dans l'autre cas, le nombre des plans tangents, et 
par conséquent le nombre des points de tangence est infini. 

On peut se proposer d'obtenir chacun de ces points sur 
l'une des positions de la génératrice , ou sur une hélice en- 
gendrée par tel point que l'on voudra de cette génératrice. 

Nous adopterons cette dernière condition. 

381. Sur la figure 129, on a construit les hélices engen- 
drées par les trois points 1 , 2 , 3 de la génératrice 5-1 . Pour 
éviter la confusion , on a effacé toutes les autres génératrices 
qui ne sont pas nécessaires à la solution par la raison qui a été 
donnée au n"» 362. 

La hauteur du pas a été partagée en seize parties égales , 
ainsi que la circonférence de la base. 

Rappelons-nous qu'il s'agit de construire des plans tangents 
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à la surface donnée parallèlement à une ligne droite ri (fig. 139 
et 130), et que Ton veut obtenir le point de tangence sur 
l'hélice, qui a pour projection verticale la courbe 0-1 -t" et pour 
projection horizontale la circonférence 1, 1\ 1'''. 

382. Construisons d'abord au point 1 un plan tangent à la 
surface. 

Pour y parvenir, nous considérerons la droite s-1 comme 
première tangente. 

En second lieu, la tangente à l'hélice o-l-l'^ aura ses deux 
projections l-»n, 1-m perpendiculaires à la ligne AZ. 

Si nous faisons (/îj. 129) le triangle rectangle 1-m-m'", tel 
que 1-m soit égal à 4/16 du pas , et que mm'" soit égal à 4/16 
de la circonférence suivant laquelle se projette Thélice,, l'hy- 
poténuse 1-m'" sera la tangente rabattue autour de la verticale 
projetante du point 1 . 

Le point m'" ramené en m (fig. 134) sera la trace hori- 
zontale de la tangente à l'hélice. 

De plus, la génératrice s-1, que nous avons prise pour 
première tangente , perce le plan horizontal en n , de sorte que 
la droite mn(fig. 134) est la trace horizontale d'un plan qui 
toucherait au point 1 la surface hélicoïde donnée. 

383. Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que si 
à chaque point de l'hélice o-l-l", on construisait un plan tan- 
gent à la surface donnée, tous ces plans feraient le même angle 
avec l'axe de celte surface. 

En effet, les deux tangentes 1-n, 1-m et la verticale du 
point 1 pourront toujours être considérées comme les trois 
arêtes d'un angle trièdre. Or les angles que font entre elles 
ces droites combinées deux à deux étant toujours les mêmes, 
quelle ^que soit la position du point de tangence sur l'hélice 
o-l'-l", il en résulte que la verticale du point 1, et par consé- 
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quent l'axe de la surface, feront toujours le même angle avec 
le plan des deux tangentes 1-m , 1-n. 

Nous sommes parvenus, il est vrai , à construire au point \ 
un plan tangent à la surface hélicoïde donnée. Mais ce plan 
n'est pas parallèle à la droite ri. 

Or, on conçoit que si Ton faisait mouvoir le plan 1 -m-n , de 
manière qu'il soit toujours tangent à la surface en un point de 
Thëlice o-l-V, il n'y aurait plus qu'à choisir parmi toutes les 
positions de ce plan mobile celle qui serait parallèle à ladroite ri. 

Mais à mesure que le plan monterait, en touchant toujours 
la surface hélicoïde, sa trace horizontale s'éloignerait du 
centre et changerait de direction ^ de sorte qu'il serait diflScile 
de reconnaître le moment où ce plan serait arrivé dans une 
position parallèle à la droite ri. 

384. On simplifiera les opérations nécessaires à l'expression 
de ce double mouvement en le décomposant de la manière 
suivante : 

l"* On abaissera du point s (/S^. 134) la droite se perpendi^ 
culaire sur mn , et l'on décrira du point 5, comme centre, la 
circonférence Cii(l\ qui sera la trace d'un cône circulaire, 
ayant son sommet en s et tangent au plan 1-m-n. 

2® On fera tourner ce plan autour du cône, jusqu'à ce que 
sa trace parvenue en nitt! contienne la trace horizontale a' de 
la droite sa, menée par le point s parallèlement à la droite 
donnée ri. 

Par suite de ce premier mouvement, \e point 1 viendra se 
placer en 1', en décrivant un cercle horizontal 1-1' projeté sur 
le plan vertical par la droite 1-1' parallèle à la ligne AZ. 

Le plan 1-m-n ramené dans la position l'-m'-n' {flg, 134) 
est , il est vrai , parallèle à ri, puisqu'il contient la droite sa ; 
mais il a cessé d'être tangent à la surface hélicoïde , puisqu'il 
ne contient plus la droite s-1, gënëratricç de cette surface. 

Or, en venant se placer dans la posîtioh IW-n', le plan 

18 
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i-m^n n'ayant pas cessé d'être tangent au cône droit qui a son 
sommet en s, et pour trace la circonférence C'C''C'\ il a toU' 
jours fiiit le même angle avec Taxe de la surface hélico!de|et, 
par conséquent , dans chacune de ses positions il a toujours été 
parallèle à l'un des plans qui touchent cette surface en un point 
de l'hélice o-M". 

Il ne restera donc plus qu'à faire monter le plan iW-n', 
parallèlement à lul-mémc, jusqu'à ce qu'il soit venu repren- 
dre, par rapport à la surface, une position analogue à celle 
qu'il occupait lorsqu'il avait pour trace la droite mn. 

Dans ce deuxième mouvement, le point l' viendra se placer 
de nouveau sur l'hélice o-1-l". Sa projection horizontale! 'ne 
changera pas, et sa projection verticale viendra se placer en 
1", en parcourant la verticale 1-1". 

De sorte que les points \'(fig. 134) et 1" (/îjr. 123) seront 
les projections du point de tangence demandé. 

Ligne de séparation. 

Si le lecteur a bien qompris le principe précédent, il ser^ 
facile d'en faire l'application à la solution des deux problèmes 
qui font le siyet dç la question proposée. 

Ei^ effet, si nous supposons que la droite fi repré^nte la 
direction d'un rayon lumineux, le point 1 '-lofera partie d^l^ 
ligne de séparation. 

385, Po\ir obtenir plusieurs points de cette courbe, il suffira 
djB recpmmencer l'opératloi^ précéçle^te pour d'autres hélices. 
i\ipsi le plai^ t^.ngent au point;2 de l'héUce 2-2" aura pour trace 
hof igoijL^le 1^ d^roife ni? que. Ton obtiendra en opérant comme 

w.«v,^.$2.:* 

On fera tourner ce plan autour du cône qui aurait pour base 
la circonférence tangente à nvy jusqu'à ce que la trace nV 
CQi^tienne.le p<jin^ a'. 
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Par ce premier mouvement , le point % viendra se placer en 
%\ o'où on le ramènera sur l'hélice , en lui faisant parcourir )a 
verticale 2'-2". 

On com^tpuira de la même manière le point 3'' sur ThéMce 

La courbe l"-2"-3" suivant laquelle la surface proposée est. 
touchée par une suite de plan« parallèles au rayon ri sera 
(lonc la ligne de séparation sur la surface. 

386. En considérant Taxe de la surface comme une hélice 
dont la base serait égale à zéro, le plan tangent déterminé par 
les deux droites sn et so {fig, 129) sera parallèle au plan vertical 
de projection 5 le point de tangence sera situé en s, et lorsque 
le plan tangent sm'" sera devenu sa' (fig. 134), il contiendra 
le rayon de lumière, et le point s sera parvenu en 5", sui- 
vant lequel la ligne de séparation l"-2"'3" devient tangente à 
Taxe de la surface. 

On obtiendra donc le points" en prenant pour ss" autant de 
seizièmes et parties de seizième du pas qu'il y a de seizième et 
de fractions de seizième dans l'espace angulaire dont le plan 
tangent vertical 5m" a dû tourner pour venir se placer en 5a^ 

387, Il existe sur la partie de ceUe surface qui est la plus 
voisine du phm vertical de protection une seconde ligne de 
séparation que Von obtiendra de la même manière. . 

En effet, en faisant tourner le premier plan tangeBiJ mn 
autour du cône scc'^ supposons qu'au lieu de l'arrêter dans la 
posUion l'mVy noua continuions à le faii;e mouvoir jusqu'à ce 
que sa trace horizontale soit venue se placer en mV% d^.imr 
nière à contenir le point a'. 

Dans cette nouvelle position^ le plan mobile, ser^ une 1^-» 
conde foi^ parallèle à la direction de la lumière , puisqu'il con^ 
tiendra le rayon sa. 

Le point i ^era vçau se placer en V", ^pr.ès. avoir parcouru^ 
le giand ^fc horizontal l-t'-l"', prc^e^té {fig. I29j p^* U 
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droite 1-1 '-!'". il ne restera donc plus, comme précédemment, 
qu'à faire revenir le point l"'sur l'hélice l"-l"-l ^ en lui faisant 
parcourir ta verticale 1'"!*^. 

On obtiendra de la même manière les points 2*^,3" sur les 
deux hélices 2"2'% 3"3'^ engendrées par les pointe 2 et 3. 

388. Les deux courbes 1"2"3'", r'2'^3'' ont de l'analogie 
avec les lignes de séparation sur un cône ; elles en différeront 
d'autant moins que le pas des hélices sera plus petit, et, dans 
le cas où ce pas se réduirait à zéro, la surface proposée de- 
viendrait un cône droit à base circulaire , sur lequel les lignes 
de séparation se transformeraient en deux droites, passant par 
le sommet. Les hélices seraient alors des circonférences prove- 
nant de la section du cône par des plans horizontaux. 

389. Si l'on suppose les génératrices prolongées au delà des 
points où chacune d'elles rencontre l'axe , tous ces prolonge- 
mente formeront une seconde nappe, qui n'a pas été projetée 
sur la figure 129, mais dont le lecteur pourra fecilement se 
faire une idée. 

Les lignes deséparation, sur cette partie de la surface seraient 
égales à celles que nous venons d'obtenir et se construiraient 
de la même manière. Elles seraient seulement dans une posi- 
tion renversée-, leurs projections horizontales seraient les 
courbes ft5, st, 

390. Si le point a' était situé dans l'intérieur de la circon- 
férence ccV, il n'y aurait pas de point de tangence sur Thé- 
lîce décrite par le point 1 . Si la même chose avait lieu pour 
toutes les hélices situées sur les surfaces des filets , les parties 
Inférieures de ces surfaces seraient entièrement obscures et les 
parties supérieures ne seraient touchées par aucun rayon lu- 
mineux , de sorte que tout se réduirait à construire l'ombre 
portée par la grande hélice , formant l'arête saillante des filets. 
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391. H peut encore arriver que la courbe de séparation ne 
rencontre que les hélices les plus rapprochées de Taxe , et 
qu'elle n'arrive pas jusqu'à la grande hélice, formant l'arête 
extérieure du filet. 

Enfin , la courbe de séparation sur la surface supérieure des 
filets peut être plongée entièrement dans Tombre portée par 
le filet supérieur. 

r/est ce cas qui a été supposé {fig. 127 et 128). 

Contùur de la projection verticale. 

392. Pour appliquer ce qui précède à la recherche du con- 
tour de la projection verticale de la surface , il faudra rempla- 
cer la ligne ri par une droite perpendiculaire au plan vertical 
de projection. 

Dans ce cas, la trace mn du plan tangent doit être amenée 
dans une position m!"n"\ perpendiculaire à la ligne ÂZ. 
Le point 1 , après avoir parcouru l'arc horizontal 1,1^, projeté 
sur le plan vertical par la droite 1-1 ^, viendra se placer en 1^, 
d'où on le ramènera sur l'hélice 0-1-1'', en lui faisant par- 
courir la petite verticale W\ 

On déterminera de la même manière les points 2^*, 3^', sur 
les hélices 2-2", 3-3". On obtiendra le point s^* en faisant 
s-s^* égal à quatre seizièmes du pas, et si l'on fait 5-s^" égal à 
douze seizièmes, on obtiendra le point «''". 

393. Les deux courbes formant le contour de la projection 
(fig. 129) auront pour projections horizontales les'cdurbes 

»«, sp. 

Dans le cas où le pas serait nul, ces courbes se transforme- 
raient en lignes droites. 

Les courbes J5, sq forment la projection horizontale du con- 
tour de la projection verticale de la nappe qui seraient formée 
par le prolongement des génératrices de la surface donnée. 



Digitized by 



Google 



«7» SURFACES RÉGLÉES. PL 29 

Omhr^ portée. 

à94. Si on emploie le système des plans coupants, les 
courbes de sections s'obtiendront en déterminant les points 
où ces plans coupent les génératrices ou les hélices de la surface. 
On choisira celui de ces deux modes qui donnera les meilleures 
intersections. 

395. Dans le cas où l'on voudrait avoir un point de la 
courbe d'ombre portée sur uhe ligne donnée de la surface, on 
opérerait de la manière suivante (119) : 

Supposons , par exemple , que l'on veuille obtenir sur l'hé- 
lice 33^*3" {fig. i29) un point de l'ombre portée par rhélice 
I-IM-^. 

On prendra {fig. 126) un plan horizontal auxiliaire zx. 

On construira (/!gr. 133) la courbe VH^^^ suivant laquelle 
ce plan poupe le cylindre oblique formé par les rayons lumi- 
neux qui s* appuient sur l'hélice l-î"-!'*. 

On construira ensuite la courbe 3'" 3^", suivant laquelle ce 
même plan coupe le cylindre formé par les rayons qui s'ap- 
puient sur l'hélice 3-3". 

Le point 4 intersection des deux courbes 1^"!^"^ 3^"3^* ap- 
partiendra aux deux cylindres , et, puisqu'ils sont parallèles) 
le rayon 44" sera leur intersection, d'où il résulte que ce rayon 
s'appuyant sur les deux hélices l'"-l^', 3-3"^ le point 4", où il 
rencontre la seconde courbe, sera l'ombre portée par le point ^l 
de la première. 

396. Pour déterminer le point 5" où la ligne de séparation 
est rencontrée par la courbe d'ombre portée 4"-5", on con- 
struira (/!ff. 133) la courbe 3^" -3^"' suivant laquelle le planisr 
(/îj. 126) coupe le cylindre des rayons lumineux qui s'ap- 
puient sur la courbe l"-2"-3". 

Le rayon 5-5" touchera l'hélice au point 5' et rencontrera 
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la ligne de sëparatiotl T'-S'^-S" au pôiùt 5", dé Sorte que !« 
second de ces deux points sera Tohibré du premier. 

Vis à filet triangulaire. 

397. Les principes que nous venons de développer ont ëtë 
appliqués {fig, 136 et 137, pU 50) pour construire les pro- 
jections et les ombres d'une Vis à HIet triangulaire. 

Projections. Les hélices étant construites par le moyen in- 
diqué au numéro 192, il ne restera plus qu'fii construire la 
courbé limite de la projection verticale. 

Les vis que Ton dessine dans les applications ii6 sont preisquë 
jamais d'ijne dimension as^eï grande poiir qu'il soit nécessaire 
d'avoir égard à la courbdre dé cette ligne ; iiiôlgré cela j'en ni 
construit la projection horizontale psy, q'^g (fig 137). 

Lignes de séparation: 

398. Ces courbes ont été obtenues sUr les suiîiices supé- 
rieures et inférieures du filet, en opiéi ant comme nous l'avons dit 
aux numéros 382 et 385, avec cette seule différence qu'au lieu 
de rapporter toutes les projections à un mérrte plan horizontal , 
on a construit dans le plan Â, la base du cône auxiliaire qui a 
son sommet en s et qui a servi à obtenir la lîgtie de Séparation 
sur les surfaces ini'érieures dii filet, tandis que le plan â' con- 
tient la base d'un second cône auxiliaire qui a &on sommet en 
s\ et qui a servi pour construire les lignes de séparation sur 
les surfaces supérieures des filets. 

Il résulte de cette disposition d'épuré que là hauteur dû 
point 5' au-dessus du plan horizontal A'^ étant la nriême que lô 
distance du point s au-dessous du plan A , les deu^ cônes auxi- 
liaires ont là rhênie projection hoi izôn'tàle. 
- Le pointa' (/!gr. 137) est Tintersection du plaii A pah Ife 
rayon qui passe par le sommet s du premier cône auXÏfiâirè, et 
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le point a'' est l'intersection du pian A' par le rayon qui passe 
par le sommets' du second cône auxiliaire. 

La même disposition a été adoptée pour obtenir les points 
de contact sur d'autres hélices. 

Cette partie des opérations n'a pas été conservée , parce que 
nous en avions donné les détails dans Tépurc précédente. 

Ombre portée. 

399. Si nous concevons {fig. 137) un plan BB' vertical et 
parallèle aux rayons lumineux , ce plan coupera les sur&ces 
du filet suivant les deux courbes 63r, KSh. 

\jQ rayon qui touchera la première de ces deux courbes au 
point 3 (/Sgr. 136) coupera l'autre en 3', de sorte que ce der- 
nier point sera l'ombre portée par le premier. 

On remarquera que le point de tangence 3 fait partie de la 
ligne de séparation l''-2", ce qui est une conséquence de ce que 
nous avons dit au numéro 8, en parlant des plans coupants, 
aussi pourrait-on employer ce moyen .pour obtenir tous les 
points de la courbe de séparation , mais cela serait moins exact 
que la méthode du numéro 384, qui ne dépend que du point 
de tangence sur une circonférence. 

400. On peut aussi construire l'ombre portée , en opérant 
comme au numéro 119, surtout si Ton veut avoir un point 
d'ombre sur une ligne donnée. 

Proposons-nous, par exemple, de déterminer le point 5' sui- 
vant lequel la ligne de séparation sur ta surface M du 
filet est rencontrée par la courbe 2'4'5', provenant de Torabre 
portée par la ligne de séparation de la surface N. 

On prendra un plan horizontal auxiliaire zx (fig. 136), et 
l'on construira (fig. 137) les deux courbes 1'"-2'", l'^-2'^ sui- 
vant lesquelles ce plan coupe les cylindres formés par les rayons 
lumineux qui s'appuient sur les lignes l"-^'' des surfaces M 
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et N. Le rayon passant par ie point 5 sera Tintersection des 
deux cylindres, et s'appuiera par conséquent sur tes deux 
courbes l'-2" qui leur servent de directrices, de sorte que le 
point 5', où il rencontre la seconde courbe , sera l'ombre portée 
par le point où il touche la première. 

On déterminera de la même manière le point d'ombre portée 
sur la génératrice lûu ou sur toute autre ligne de la surface. 

On peut opérer de la même manière pour construire les 
ombres portées par la tête de la vis. 

Vis à filet carré, 

401. Gomme application des vis à filet carré, nous pren^- 
drons {fig, 138 et 139, pi. 51) les deux projections d'une 
petite machine à timbrer. 

Les difiérentes pièces dont se compose cet instrument sont : 

A plale-'forme. 

P support auquel est attaché solidement l'écrou Ë dont la 
coupe est projetée {fig. 140). 

t? vis dont la tête est un octogone régulier. 

B balancier terminé par deux masses sphériques. 

m, m plaques liées entre elles par les deux cylindres verti- 
caux ti, u. 

La plaque inférieure porte le cachet n. 

Les deux cylindres verticaux u, u ont pour but de maintenir 
le cachet dans une position parfaitement horizontale. 

Par suite de la rotation du balancier, ils obéissent au mou- 
vement vertical de la vis en glissant dans les deux cylindres 
creux qui sont à droite et à gauche de l'écrou. 

La construction des hélices et la détermination des ombres 
se déduiront facilement des principes précédents. 

La figure 142 offre un exemple d'hélices coniques. 
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CHAPITRE ni. 



SURJPAGBS ENVELOPPES. 



402. Si Ton conçoit (Géométrie descriptive) qu'une surbce 
donnée , constante de forme 5 ou variAbie suivant certâinëd ilon- 
ditions, soit en mouvement dans Fespuee, le lieu qui (iontieitt 
les intersections de toutes les positiosë successives de cette 
surface mobile se nomme surface enveloppe. 

La surface qui se meut dans Tespace se nomme Venveloppée^ 
et t'intersection de deux enveloppées consécutives se nomme 
la caractéristique de la surface. 

403. Le grand nombre de formes différentes qui peuvent 
éti^ comprises dans la définition qui précèHe lie permet pas 
d'établir un principe général qui puisse toujours être appliqué 
avec avantage. Il sera plud simple d'etnployér dans chaque cas 
une méthode particuiiêire déterminée par la nature de la Carac- 
téristique^ ou par les propriétés de là surface mobile géné- 
ratrice. 

404. Prenons pour exemple (pi. 52) la sdrfâdé qui serait 
engendrée par le mouvement d'une sphère dont le centre Serait 
assujetti à se mouvoir suivant une hélice donnée. 

Deux positions consécutives de là sphère mobile se cbllpent 
(fig, 148) suivant un cercle dont le plan est perpendiculaire à 
rhélice parcourue par le centré ] et par suite du mouvement 
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continu de la sphère, la distance des centres ëtant infiniment 
petite, Tintersection pourra toujouts être considérée comme 
un grand cercle , qui sera la caractéristique de la surface 
proposée. 

Aussi pourrait-on concevoir cette hiéme surface, comme 
engendrée jpar le mouvement d'un cet'Clë dont le centre parcour- 
rait une hélice , et dont le plan serait toujouirs perpendiculaire 
à cette courbe. 

Prqjêction. 

405. La projection horizontale {fig. 150) se composera des 
deux cercles concétitriques engendrés par les extrémités du 
diamètre horizontal de la caractéristique. 

On construira ensuite (fig: 149) la projeétion verticale de 
rhélice a^, les positions successives de la sphère mobile seront 
représentées par une suttè de cercles d'un rayon égal à celui de 
cette sphère et dont les centres seront sur Thélicé a& qui sert de 
directrice. 

Enfin la dourbe tangente à tous ces cercles sera le contour 
de la projection verticale de la surface* 

é06i On remarquera deux points de rebrduàseitienl analo- 
gues à ceux que nous avons trouvés aux numéros 116 et 247. 
Cette partie de la courbe est représentée (/îjfv 151 ) sur woeplus • 
grande échelle. 

407. Si Ton veut ob t eni ries points de tangence sur le contour 
de la projection verticale, on pourra opérer de la manière sui- 
vante : . 

l*' On construira (/îj. 443^ 144) les deux projections aV de 
la tangente à l'hélice oo^o" ; 

2** On tracera la droite n'^'n*'' perpendiculaire à o'a'C/îflf. 143), 
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et l'on fera les deux distances cln^" égales au rayon de la sphère 
mobile génératrice^ les points n'^ appartiendront à la courbe 
cherchée. 

On obtiendra de même les points rC en faisant n^rC perpen- 
diculaire à la tangente o'V. 

On reconnaît, en effet (/i^. 149), que la courbe formant le 
contour de la projection verticale de la surface est une ligne 
dont tous les points sont éloignés de la projection de Thélice 
parcourue par le centre , d'une quantité égale au rayon de la 
sphère génératrice. Il suffira donc de construire (/îjf. 143) per- 
pendiculairement à la projection de l'hélice odd^ une suite de 
normales égales au rayon de la sphère mobile. 

408. Construction à^une caractéristique. La droite ao 
{fig. 146) étant la tangente à l'hélice parcourue par le centre 
de la sphère mobile, le rayon oc^ perpendiculaire sur ao^ sera 
la projection verticale de la caractéristique du point o. 

La verticale ce' déterminera (fig. 147) le point o', extrémité 
du petit axe de Fellipse projetée sur le plan horizontal. 

Cette ellipse étant reportée au point o'\ on aura la projec- 
tion verticale de la caractéristique correspondante en élevant 
la perpendiculaire c'V", et faisant c'V égal à eu. 

Enfin , le point v étant projeté en v\ les droites o' V", o'V 
seroat les demi-diamètres conjugués de la courbe demandée. 

409. Construction d'une hélice. Supposons qu'on veuille 
construire Thélice qui passe par le point x (fig. 146) -, on pro- 
jettera ce point en a?' (fig. 147), et Ton décrira la circonfé- 
rence x'x"x"' sur laquelle on portera les parties nV, nV 
égales à nx\ 

Enfin, on élèvera les perpendiculaires a/'oj*', x"'x^. et l'on 
fera les hauteurs flp'W, x^'m" égales à xm. 
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Ombres. 

410. Lignes de séparation. Ces lignes sont au nombre de 
deux : 

La première sur ia partie extérieure de la surface*, 
La deuxième sur la partie qui est du côté de l'axe. 
Si nous supposons que pour construire la courbe oo'o" qui 
est la projection verticale de l'hélice parcourue par le centre 
de la sphère mobile , on ait partagé le pas oo" de cette hélice , 
et la circonférence de sa base en seize parties égales, on 
pourra toujours de préférence chercher les points de la 
ligne de séparation qui sont situés sur les sphères dont les 
centres correspondent aux points de division de ces deux 
courbes. 

411. Supposons, par exemple, qu'il s'agit d'obtenir les 
points de la ligne de séparation qui appartiennent à la sphère 
dont le centre est situé en o'. 

On fera descendre cette sphère jusqu'à ce que son centre soit 
arrivé au point o; dans ce mouvement, il aura parcouru 
cinq seizièmes de la portion de Thélice qui correspond à une 
spire de la surface. 

Or, si au point o on construit la tangente ao^ la droite cc\ 
perpendiculaire à cette tangente , sera la projection verticale 
de la caractéristique correspondante. 

On remarquera que cette caractéristique et celles qui au- 
raient leurs centres aux points d'o^^^ etc. , sont les seules qui 
se projettent sur le plan vertical par des lignes droites, et 
c'est pour arriver à ce résultat que nous avons fait descendre 
jusqu'au point o le centre de la sphère sur laquielle nous 
voulons obtenir un point de la ligne de séparation. , '•. ^ 

Si nous faisons tourner dans le même sens la projection ho- 



Digitized by 



Google 



^9 SURFACES PL. 52, 

rizontale du rayon de lumière s'-l d'une quantité égale à cinq 
fois la seizième partie de quatre angles droits , la projection 
verticale de ce rayon deviendra s-I", et la droite qui aurait pour 
ses deux projections s'-J', s-fsera placée, quanta sa direction, 
par rapport à la apbère dont le centre est situé eo o, comme 
le rayon 5-1, s'-l était placé par rapport à la sphère qui avait 
pour centre le point q'. 

Par cette disposition d'épuré , la question est ramenée à 
construire le point cherché sur la sphère dont le centre est si- 
tué en 0, puis à le faire revenir ensuite sur la sphère qui avait 
son centre en o'. 

Mais il ne suffit pas , pour cela^ de construire parallèlement 
au rayon s'4\ s-l" un plan tangent à la sphère qui a pour cen- 
tre le point o; il faut encore que ce plan soit tangent à la sur* 
face proposée , ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que le point 
de tangence sera sur la caractéristique qui a pour projection 
verticale la droite ec\ 

Or, il est évident que Ton aura satisfait à cette deraière con- 
dition en construisant parallèlement à s'-i', 5-1", un plan tan- 
gent au cylindre circulaire qui touche la sphère suivant la ca- 
ractéristique cc\ et qui , par conséquent, a pour axe la droite 
ao tangente au point o à Thélice parcourue par le centre de la 
sphère mobile. 

Voici quel sera Tordre des opérations : 
Par un point x pris où l'on voudra sur la tangente ao^ ou 
sur son prolongement , on construira la droite xz parallèle à 
la nouvelle position du rayon de lumière. 

Cette droite percera en un point z le plan de la caractérîs-r 
tique ce', et la ligne oz sera l'intersection du plan de cette ca- 
ractéristique par le plan qui contient la tangente ào, et qui est 
parallèle au fayen 5-?*, y-l'. 

On fera tourner le plan ez autour de rhorizontate projetante 
du point 0. 

Par suite de ee mout^ment, la caractéristique ce*, rabattue 
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sur le pUn tiomantal oV^ sers^ projetée (/i^. 144) par la cir- - 
Gonrérence mcfi^^ et la droite o% doviendra o:f!\ 

Enfiu, le diamètre tnm , perpendiculaire à qz"^ déterminera 
sur la circonférence cmcm ie$ deux points demandés m, m. 

En effet, en faisant K>urner le plan o% autour de l'horizon* 
tâiedu point 0, le cylindre circulaire tangent à la sphère mo- 
bile est venu se placer dans une position verticale, etlii droite 
0^' représente alors la tjraee horizontale du plan qui contient 
Taxe du cylindre et la parallèle au rayon $-1"^ i'-t, de sorte que 
les points m, m appartiennent en même temps à la caractérisa 
tique cc\ au cylindre qui touche la sphère suivant cette carac* 
tériçtique , et aux deux plans tangents à ce cylindre et paral- 
lèles au rayon de lumière s-I" ,s'-J'. 

Pour ramener lés deux points m, m à la place qu'ils doivent 
occuper dans Tespace, on fera d^bord revenir te plan horizon- 
tal oz' dans la position oz {fig. 143). 

Les points m dé<u:iront deu^arcs de cercles mm\ parallèles 
au plan vertical de prqjection; ce qui dQAaera m\ m\ d'où 
on déduira leurs projections bori^nt«^les m"m", 

On fera ensuite remonter ce^ deux ppints sur la sphère qMî 
a son centre en ç!,m 

Dans ce dernier mouvement, les projections horiisontales 
décriront chacune un arç égal à cinq fois la mzièvfie partie de 
la circonférence à laquelle il appartient, ce qui donnera les 
deux points w"\w'". 

Quant aux projections verticales, on les obtiendra en éle- 
vant les perpendiculaires m'", m'% et fiiisai^t,(/îa, 143) la dis- 
tanœ 4e3 points m'\h Thorizontale o'h ^le À la distance des 
points tn' i rhorizontale on/. 

L'un des points W'^ appartient à la ligne de sq;>aration exté- 
rieure. 

1^ seci^nd point fait partie de la ligne intérieure, 

E? pecowm^nçaot le$ ap^caUon^ précédentes , on obtiendra 
a«|ta«it de pointa q^ l'on v^r*:. 
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Toutes les caractéristiques de la surface devant être amenées 
successivement dans le plan oz , on fera bien , pour éviter la 
confusion , d'effacer les lignes qui auront servi à déterminer 
les points situés sur une caractéristique avant de s'occuper des 
points qui sont situés sur la caractéristique suivante. 

412. On peut appliquer le principe précédent à la recherche 
du contour de la projection verticale de la surface. 

Il suffira, pour cela, de remplacer le rayon de lumière 5-I, 
s'-J par une droite 5, 5'-t? perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 

Ainsi, pour obtenir un point sur la sphère dont le centre est 
situe en o\ on fera remonter cette sphère jusqu'à ce que son 
centre soit parvenu en 0". 

La droite d'fi* tangente à Thélice sera l'axe du cylindre cir- 
culaire qui envelopperait la sphère en la touchant suivant la 
caractéristique c/V". Le centre 0' de la sphère mobile ayant par- 
couru trois seizièmes de révolution pour monter jusqu'en 0", 
l'horizontale projetante s'-u devra pareillement parcourir dans 
le même sens les troiÉ seizièmes de quatre angles droits , ce 
qui amènera sa nouvelle projection horizontale en s''V\ et la 
projection verticale en s-v" sur la ligne AZ. 

Si nous prenons alors le point a" ou tout autre point sur la 
tangente oV, et que nous construisions rhorizontale af'n pa- 
rallèle à s-v"j s''v\ la ligne o"u sera l'intersection du plan de 
la caractéristique cV" par le plan qui contient la tangente aV 
et la parallèle à s-v", sW, 

Rabattant le plan o"u autour de l'horizontale projetante du 
point 0", la droite o"t* devient oV (/îy. 144), et le diamètre 
nn^ perpendiculaire à oV, déterminera les deux points de- 
mandés n^n. 

Ces points set^ont d'abord rainenés dans le plan o"u en n\n\ 
d'où on déduira leurs projections horizon taies 'n",n" ; de là, on 
leur fera parcourir «rots seizièmes de révolution pour lesra- 
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mener sur la sphère qui a son centre en o', ce qui donnera 
n'V. 

Enfin , on obtiendra les projections verticales n*^, n*^ en 
élevant les perpendiculaires par les points n'V, et faisant la 
distance des points n^^ à Thorizontale o'ft égale à la distance 
des points n' à l'horizontale oV. 

C'est principalement comme exercice sur l'application des 
plans tangents que j'ai indiqué ce moyen de déterminer le 
contour de la projection verticale , car les solutions indiquées 
aux numéros 405 et 407 sont plus simples et tout aussi 
exactes. 

413. Si on voulait obtenir sur une hélice de la surface un 
point de la courbe de séparation ou du contour de la projec- 
tion verticale , on pourrait opérer de la manière suivante : 

l"" Par le point où l'hélice donnée percerait le plan de Tune 
des caractéristiques cc\ c'*c"\ on construirait la tangente a 
cette courbe et la tangente à l'hélice ; ces deux droites déter- 
mineraient un plan tangent à la surface. 

2* Le point où Taxe de la surface percerait ce plan tangent, 
serait le sommet d'un cône autour duquel on le ferait tourner 
jusqu'à ce qu'il contienne le rayon de lumière , si on cherche 
un point de la ligne de séparation ; ou jusqu'à ce qu'il soit 
perpendiculaire au plan vertical , si on demande le contour de 
la projection. 

3"* Enfin on ferait remonter le plan tangent jusqu'à ce que 
le point de tangence soit venu se replacer sur l'hélice donnée. 



Ombres portées. 

414. Les .courbes formant le contour des ombres portées 
pourront être construites par le principe des plans coupants. 
Si on veut obtenir un point sur une hélice ou sur une ca-« 

19 
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rf^ctéristique donnéç, on pourra employer le principe du 
nM19. 

415. l-es points r", f, $" provenant dç Tinterseetion des 
traçe^. ()e cylindres faroiéa par |e$ rayons de lumière qui s'ap-^ 
puient sur les lignes de séparaUeaa , détermineronl les points 
r', t\ é suivant lesquels les différentes {tranches de ces courbes 
sont rencontrées par les ombres portées provenant des bran- 
c]ie$ supérieures. 

Âipsi te point r' est Tombre portée sur la courbe extérieure 
r -e' par le point r de la courbe intérieure. 

Les points l', e' sont les ombres portées par les points <, «. 
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CHAPITRE IV. 



GOpiSIDÉRiTIONS GÉNÉRALES. 



416. En résumant ce qui fait le sujet des chapitres qui 
précèdent, nous rappellerons au lecteur que , dans le cas où 
les rayons lumineux proviennent du soleil , ceux de ces rayons 
qui s'appuient sur le corps, forment une surface cylindrique 
ou prismatique , dont Tintersection avec les surfaces extérieures i 

détermine le contour de l'ombre portée ; ce qui réduit à trois ! 

le nombre des opérations principales à effectuer, savoir : 

!• Construire la ligne de séparation. 

2* Concevoir le cylindre ou le prisme qui aurait cette 
ligne pour directrice et qui serait parallèle aux rayons 
lumineux. 

S"" Construire toutes les lignes suivant lesquelles ce prisme 
ou ce cylindre rencontre les surfaces extérieures. 



Ligne de séparation. 

417. Nous avons en général reconnu deux moyens de dé- 
terminer la ligne de séparation , savoir : 
1® Par des plans coupants ; 



M. Par des plans coupants ; 
2"" Par des plans tanjgents. 



413 « U y A de» cas où le premier de qçs d^ux principes ne 
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donne pas toute l'exactitude désirable, c'est surtout lorsque la 
section n'est pas de nature à être exprimée par une définition 
géométrique rigoureuse , et que ia courbure est très-faible 
dans le voisinage du point cherché , parce qu'alors la courbe 
différant peu de sa tangente , il est presque impossible de dé- 
terminer le point de tangence avec précision. Il faut, dansée 
cas, chercher de plusieurs manières les points sur la position 
desquels il y a de l'incertitude , soit en employant des plans 
de section dirigés dans un autre sens , soit en employant ie 
principe des plans tangents. 

4i9. Cette dernière méthode, quoique moins souvent 
applicable que la première, permet d'obtenir le point de 
tangence sur une ligne déterminée de la surface, et par 
conséquent de choisir celles de ces lignes dont la définition est 
la plus simple. 

Dans ce genre de solution.^ la surface proposée étant presque 
toujours remplacée par une autre qui la touche suivant la ligne 
que Ton a choisie , la nature de cette seconde surface est sou- 
vent Torigine d'une nouvelle espère d'abréviation ou d'une 
plus grande exactitude dans la construction du point de tan- 
gence. 

Ombres portées. 

420. Les contours de ces ombres portées peuvent souvent 
être obtenus au moyen des plans coupants. 

Lorsque la section est rencontrée par le rayon lumineux 
suivant un angle trop aigu , il faut vérifier la construction en 
construisant une seconde section dans un autre sens. 

421. J'appellerai aussi toute l'attention du lecteur sur le 
principe exposé au n"" 119. 

Cette méthode a surtout l'avantage de déterminer les points 
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de l'ombre portée sur une ligne déterminée de la surface. Elle 
consiste : 

A considérer cette ligne et celle dont on cherche Vombre 
comme les directrices de deux cylindres parallèles à la 
direction de la lumUre, L'intersection de ces cylindres se 
réduit par conséquent au rayon lumineux qui s'appuie 
sur les deux courbes , de sorte que le point où il rencontre 
Vune d'elles , est Vombre du point suivant lequel il touche 
l'autre. 

422. On peut prendre à volonté le plan auxiliaire sur le- 
quel on construit les traces des deux cylindres. Ainsi on peut 
se servir des plans de projection ou de tout autre plan qui leur 
serait perpendiculaire. 

On peut même prendre un plan incliné comme on voudra 
dans l'espace. 

423. Je n'ai pas cru devoir donner un exemple de tous les 
cas qui peuvent se rencontrer dans la pratique , je me suis 
borné à ceux qui m'ont paru nécessaires au développement 
des idées. 

Le lecteur fera bien de choisir lui-même d'autres données , 
afin d'étudier les différences produites dans les effets obtenus 
lorsqu'on change la forme ou la grindeur de l'objet-, sa 
position dans l'espace ou la direction de la lumière. 

424. Je ne dois pas abandonner ce sujet sans réfuter une 
objection que beaucoup de dessinateurs sont trop souvent dis- 
posés à admettre. Ils pensent que les opérations nécessaires 
pour obtenir avec exactitude certains effets d'ombre sont trop 
longues pour que l'on puisse les appliquer avec avantage dans 
la pratique, ils préfèrent tracer les ombres à peu près, et, 
comme ils le disent, de sentiment. Mais on n'a pas toujours sous 
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lea y eut l'original de l'ùbjet que Ton dessi ne^ et f\\i\ n'est souvent 
qu'en projet. D'ailleurs, quand même on admettrait l'existence 
de oei objet, il ne serait presque jaitiais éclairé d'une ma- 
nière cohvenable à l'effet que l'on voudrait produire. U 66t donc 
évident que l'on ne parviendra à construire à peu près exacte- 
ment 4 à vue d'œil ^ les lignes de séparation et le contour des 
ombres portées qu'en remarquant les analogies de forme et de 
position qui existent entre les objets que l'on dessine et ceux 
dont on aurait fait précédemment des études rigoureuses» 

Ainsi , le dessinateur qui aura étudié avec soin les principes 
qui précèdent n'aura souvent besoin que d'obtenir deux ou 
trois points avec exactitude , pour reconnaître de suite quels 
doivent être le contour et l'étendue des ombres sur toutes les 
parties de son dessin. 

Ces observations ne s'appliquent pas seulement aux objets 
compris dans une définition rigoureuse. 

Les élèves peintres eux-mêmes , s'ils consentaient à consa- 
crer quelques mois aux études géométriques ^ acquerraient 
bien plus promptemetat l'exactitude du coup d'œil et le Senti- 
ment des contours ^ l'habitude de coniparer la grândéuir réelle 
dés objets avec leur grandeur apparenté lès nietttait eh garde 
contre les effets et les illusions d'optique qui égarent si sou- 
vent l'imagination , et lorsqu'ils viendraient se plaéët* devant 
un modèle, après avoir étudié les causes des variations appa- 
rentes de grandeur et de formes des lignes principales , ils en 
saisiraient plus promptement, à la première vue, toutes les 
différentes courbures et les nombreuses sinuosités. 

Ainsi , par exemple , ils n'auraient pas copié deux oti trois 
têtes sans avoir reconnu sur les joues, le nez, le menton; les 
courbes plus ou moins modifiées^ qui forment les lignes de 
séparation sur Tellipsoide , le cône, U sphère \ dans les plis 
d'une draperie , dans le contour des feuilles d'un ornement 
d'architecture ou de ciselure, ils retrouveraient des parties 
ayant dô Tanalogiô àve6 les surfilées cylindriques, Gooiques 
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ou sphériques. Des anneaux, des glands, des cordons, pour-- 
raient être comparés avec le tore, l'ellipsoïde ou les hélices. 

Enfin , il n'est pas jusqu'aux masses d'ombres produites par 
les rochers , les montagnes ou les arbres qui ne puissent ac- 
quérir un plus grand caractère de vérité par l'examen raisonné 
des causes qui les produisent. 

Il est bien entendu que , dans tout ce travail du peintre, il 
ne s'agit pas d'employer un seul instant le compas, et que 
l'usage de cet instrument n'est conseillé ici que pour l'étude 
des principes sans lesquels on ne peut pas espérer de votr 
avec exactitude les objeté qUe Tbh se {>ropose de àe$$iner. 
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LIVRE IV. 



GNOMONIQUE. 



425. La gnomonique a pour but la construction des ca- 
drans solaires. 

426. Un cadran solaire est une surface, ordinairement 
plane et disposée de manière à recevoir Tombre d'une barre 
ou tringle de métal que Ton nomme le style. 

La direction de Tombre portée par une droite dépendant 
de la position du soleil dans l'espace, il s'ensuit réciproque- 
ment que cette position, et par conséquent Theure correspon- 
dante, peuvent être déterminées par la direction de Tombre, 
et si Ton parvient à tracer cette direction pour chaque instant 
du jour, on aura construit un cadran solaire. 

Cette question diffère essentiellement de celles qui précè- 
dent, en cela que jusqu'ici nous avons toujours supposé que 
le soleil était immobile*, tandis que, dans la construction d'un 
cadran solaire, il faut chercher Tombre d'une droite ou d'un 
point pour chaque instant de la journée. 

Pour résoudre ce problème, il faut rappeler quelques no- 
tions élémentaires d'astronomie. 

437. On sait que les limites et les variations dans la lon- 
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gueur du jour dépendent du mouvement apparent du soleil 
au-dessus de notre horizon. 

Or, le mouvement apparent est la conséquence du mouve- 
ment réel. 

Mais la terre emploie vingt-quatre heures pour faire une 
révolution autour de son axe, de sorte que, dans le même es* 
pace de temps, le soleil parait décrire un cercle entier autour 
de la terre. 

Pour simplifier la question, nous raisonnerons dans l'hypo- 
thèse du mouvement apparent, et nous supposerons que le 
soleil décrit chaque jour un cercle ferpenàiculaire à Taxe de 
la terre, ce qui est regardé comme suffisamment exact pour le 
problème que nous avons à résoudre. 

428. Cela étant admis, supposons que la figure \ de la 
planche 55 soit une projection de la terre sur le plan de Té- 
quateur, Taxe du globe sera projeté par le point C, et si nous 
partageons la demi-circonférence ee en douze parties égales., 
les droites qui passeront par le centre et par les différents 
points de la circonférence seront les traces de douze plans 
qui contiendront Taxe de la terre et qui feront entre eux des 
angles égaux. 

Ces plans étant infinis, partageront la circonférence entière 
en vingt-quatre parties égales, et chacun des angles corres- 
pondants aura par conséquent pour mesure un arc de 15^. 

Or, si nous supposons que la terre tourne autour de son 
axe, dans le sens qui est indiqué par la flèche u, cela pro- 
duira évidemment le même effet que si le soleil tournait dans 
le sens indiqué par la flèche v; de sorte que pour un observa- 
teur qui occuperait un point 0/ situé dans le plan méridien 
C-12, il sera six heures du matin lorsque le soleil sera par- 
venu dans le plan C-6 ; 

Il sera sept heures au moment où le soleil atteindra le plan 
C'I'^huit heures lorsqu'il traversera le plan C-8, et enfin midi 
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lorsquMl âtteindrn le plâtl t^-l2; aprèà quoi it pârâitra des- 
cendre de Tautre côté , en s'approcllàtit dU plaâ horizôniàî C-6. 

429. Supposons actuellement qu'au lieu de faire passer les 
douze plans dont nôuâ venons de parlé!*, pat' Taxé Ù dé la terre, 
nous prëtiohs pour leur intersection commuhè {fig. 9) , une 
droite O-P^ parallèle à l*axe du globe, et ptôjètéé par le poinl Ô 
sur le plan de l'équateur {fig. 3). L'effet sera absolument le 
même 5 c'est-à-dire que le soleil atteindra le plan 0-6' en 
tlnême teknps que le plan C-6. 

Il traversera éù mimé terâpÈ lés deux plâilà C-t et Ô-1f' , il 
parviendra à la même heure àU^ plans C-^ où 0-^^ etc. 

430. Ce que je viens de dire a besoin de quelques explica- 
tions : 

En effet , on conçoit que si lé soleil S était trè^-près dé la 
terre CO , comme on ié Voit sur la figure â, de manière , par 
exemple , que Turc 6-6' Valût à peu près lé 30^ de là circonfé^ 
rehce entière, tl y aurait alors une différence de 48 miniUes^ 
éhtre le moment Où il atteindrait lé plan C-6, et celui où il 
serait parvenu au plaii 0-6'. 

Mais il ne faut pas oublier que la distance du Soleil k la 
terre est de 34,000,000 de lîeUx , ou 24,000 fois lé rayon de 
iâôtre globe. Or, le cercle que parait décrire le soleil est alors 
si grârid, que rôti peUt dônsidérér coriirtie hUl, et tlëglîgér éfa- 
tièretrient la très-pelite portion de (îirconféreridè , comprise 
entre lés deux plafis correspotidatits C-0 et 0-6' où C-Y fet 0-î' 

{fig. S). 

En effet , dans lé cas le plus défavorable, la distance CO de 
l*obserVatëUr à l'axe C du globe (fig. 5) serait tout au plù^ 
égalé îtu rayon CE d^Téquàteur. On rémarquera dé plus, qile 
cette distance CO, peut être regardée côrrimé égalé à l'ârd 6-8' 
parcouru par lé soléll etttré lès déUi plans C-B et 0-6'. 

Ôr si l^oû rétablit, ^àt* la peiisëé, léà diménslôfiii Vëritables 
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qui ne peuvent pas plus être repi^ésentées sUr lit figure B tjue 
sur ia figure 2, la distance dU solèli à là tetrë ëtaûl 24,000 
fois le rayon terrestre, sera souvent plus de 28,000 fois la dis- 
lance CO ou Tare 6-6' : mais , la circonférence entière étant 
plus de 6 fois le rayon , il s'ensuit que le cercle déetit par le 
soleil vaudra plus de 6 X 25,000 oti l80,000 foî& l'arc 6-6'. 

Aiiirt, à la riislûtîcè de 34,000,000 de lieaes, l'afe ôbmpris 
entre les deux plans C-6 , et 0-6' sera moindre qUe là ISO^OOO* 
partie de la circonférence du cercle parcouru par le soleil 
pèndatit sa rëvolutloh dlurfte; et le temps nécessaire pour 
passer d'un de ceâ plarts à Tautre, sera par conséquent plus 
petit que la 150,000* partie de tingt-quatre heures ^ ou à 
peu près une demi-seconde , Cé qui est tout à fait insignifiant 
pôUf là construction d'uti cadfàn Solaire. 

On pourra donc admettre , que chacun des douze plans , 
menés par la droite OP' de là figure 9 , sera trâVei'sé par lé 
soleil en même temps que le platt correspondant qui contient 
Taxe CP du globe, et que pour Un observateur platée etl utl 
point de la Surfece terrestre (/îgf. 3), la position apparehlé 
du soleil sera tibsolument là môme que sMt était placé àli 
centré C. 

431. Les angles que les douze plaîls font entre eUx , sô 
nomment ûnglés horaires ^ parce que leur mesuré étant de 
IS'* ou ia vingt-quàtrlème partie de 360% le soleil emploie 
exactement une heure de tempâ pour passer d'un de ceâ plans 
à TaUlrè. 

Or, au moment où Tun de ces douze plans contient lé 
Soleil, soh interseetion avec une surfâCe qUeldonquè àera évi- 
demment l'ombre portée sur cette surface par la droite , sui- 
vant laquelle ces douze plans se coupent , de sorte qu'il suffira 
pour rendre cette ombre visible à chaque instant de là jour- 
née, de placer au point une tige en métal parallèle k Taie 
du globe. 
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432. La construction d'un cadran solaire sera donc réduite 
à ces trois opérations principales : 

l"" HMT Construire une droite parallèle à Vaxe de la 
terre. 

2"" HMM Faire passer par cette droite douze plans faisant 
entre eux des angles égaux. 

3"" HMM Tracer les intersections de ces plans avec la sur- 
face sur laquelle on veut obtenir le cadran. 

433. Première opération. Construire une droite paral- 
lèle à Vaxe de la terre, La méthode extrêmement simple que 
nous allpns exposer, est suffisamment exacte pour la pratique, 
et n'exige l'emploi d'aucun instrument coûteux. 

On sait que les étoiles sont tellement éloignées, que leurs 
distances comparées aux plus grandes dimensions de notre 
globe peuvent être considérées comme infinies. 

Il résulte de là que les différences qui existent entre ces 
distances étant pour nous insensibles, nous éprouvons absolu- 
ment la même sensation que si tous les corps célestes étaient 
également éloignés de notre œil et attachés à la surface d'une 
immeiise sphère céleste dont la terre occuperait le centre. 

Cette sphère céleste apparente, est représentée sur la figure 
6 par la circonférence ZH'Z'H. 

Le gros point noir et circulaire placé au centre sera le 
globe terrestre dont la droite PP' est l'axe de rotation. 

La droite HH' est un plan tangent à la terre, et représente 
par conséquent rhorizon pour un spectateur qui est placé en 
0(439 et 440). 

Le diamètre £E est Téquateur céleste, et les deux cercles 
TT, T'T' sont les tropiques du cancer et du capricorne. 

434. Lorsque le soleil décrit le tropique du cancer TT, le 
rayon lumineux engendre la surface du cône projeté sur la fi- 
gure par le triangle isocèle TOT, tandis que , si le soleil décri- 
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vaît le tropique du capricorne T'T', le rayon lumineux engen- 
drerait la surface du cône T'OT'. 

Ces cônes appartiennent à une même surface conique dont 
ils sont les deux nappes opposées. 

Or, quel que soit le jour de l'année, quel que soit le paral- 
lèle décrit par le soleil, le rayon lumineux qui contient le 
point engendrera toujours une surface conique qui aura ce 
point pour sommet. 

On remarquera seulement que l'angle formé au sommet, par 
deux génératrices opposées de ces deux surfaces coniques, sera 
d'autant plus ouvert que le cercle décrit par le soleil sera plus 
rapproché de l'équateur. 

435. Ce qui précède étant bien compris, concevons 
(Jig, 4) au point o un plan P tangent à la surface de la terre, 
et supposons que parce même point o on ait élevé une tige 
verticale, un obélisque ou une colonne oO. 

Si le soleil décrit l'un des deux cercles U ou U' parallèle à 
l'équateur Ë le rayon lumineux engendrera la surface conique 
dont les génératrices sont indiquées sur la figure 4 par des 
lignes de points ronds. 

Or, il résulte évidemment de la disposition du plan tangent 
horizontal HH' que ce plan rencontrera les deux nappes de 
la surface conique engendrée par le rayon lumineux, et que 
la courbe de section {fig, 4 et 8) sera par conséquent une 
hyperbole dont l'ouverture dépendra de la distance des cercles 
U, U', à l'équateur E. 

De sorte que, si les deux cercles étaient très-près de l'équa- 
teur, les deux branches de l'hyperbole seraient presque droi- 
tes, et très-rapprochées l'une de l'autre. 

Enfin, ces deux courbes se confondraient en une seule ligne 
droite, si le soleil parcourait l'équateur. 

436. Pour un observateur qui habiterait sur la circonfé- 
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reoce da cercle polaire, il y aurait un jour où la courbe de 
section du cône par le plan horizontal tangent à la surface du 
glol>e se changerait en une parabole. 

Elle pourrait être une hyperbole, une parabole ou une eU 
lipse pour celui qui habiterait dans l'intérieur du cercle po« 
laire, et serait un cercle pour rpbservdteur qui pourrait exis- 
ter au pôle, 

437. Les considérations qui précèdent étant admises, re- 
venons au problème proposé. Op ne doit pas oublier qu'il 
s'agit toujours d'obtenir une droite parallèle à l'axe du globe 
terrestre. 

Or, nous partagerons l'opération en deux parties : 

!• mimm Déterminer la projectior^ horizor^tale de la droite 

demandée ; 
S"" «HM Construire la projection verticale de la même 

droite. 

438. Supposons (fig. 8) que la partie M qui est indiquée 
sur répure par une teinte de hachures, soit le plan ou la coupe 
horizontale du mur sur lequel on veut tracer le cadran solaire 
demandé. 

On disposera une surface horizontale HH', qui soit parfai- 
tement nivelée dans tous les sens. 

On pourra, pour cet usage, faire dresser une aire enplfttre, 
ou une partie du sol bien battue. 

On pourra employer aussi une grande table ou planche à 
dessins dont on vérifiera l'horizontalité avec un niveau très- 
exact. 

Sur la surface dont nous venons de parler, on décrira une 
circonférence, et l'on fixera au centre de cette ligne une tige 
verticale telle qne oO(fig. 4). 

439. On peut remplacer la tige dont nous venons de parler 
par d^w équçrres ajustées comme on le voit figure 7. 
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440. Enfin, on pourra encore (/îff, 10) çuspendre au-dessus 
du centre o un Hl qui traverserait deux balles de plomb 
dont l'une toucherait le centre de la circonférence, tandis 
que l'autre balle 0, suspendue au même fil, ser^tit nécessaire- 
ment située sur If^ ménie verticale que la prem^ière. 

Les choses étant disposées qpmme nous venons de le dire, 
revenons à la figure 8 \ supposons quç l'opération ait li^u pen^ 
dant un jour d'été ou de printemps, et que l'observateur soi( 
tourné vers le mur, c'est-à-dire vers le nord, puisque la sur- 
face sur laquelle oi) doit traaer le cadran doit nécessairement 
être plus ou moins exposée au midi. 

{.orsque le sgleil commencera à paraître au-dessus de Tbo-^ 
rizon, l'ombre de la verticale du point sera infiniment 
longue et dirigée suivant Q-) \ mais, quelques instants après, 
la direction de l'ombre aura changé, et le soleil, s'étant élevé 
au-dessus du plan horizontal , l'ombre de la verticale se ter- 
minera au ppipt 3, que Ton marquera avec un Qrayou, 

Une heure ou deux après, le soleil ayant continué son 
niQUvement ascensionnel, Tombre de la verticale aura çh^n^é 
encore une fois de direction , et sera terminé au point 3, que 
l'on marquera comme le précédçpt. On continuera de mar- 
quer ainsi toute la journée les longueurs des diff^r^nteç Pm-' 
bres portées par là verticale p-Q (/^. 4 QU 7) qu pax h ball^ 
de la figure 10. 

Si l'on employait ce. dernier nOPy^Df i! faudrait avoir soin 
d'opérer par un temps asse^ calme pour que Ta^itationde Tair 
ne puisse pas changer la direction du fil vertical Wqu^l sont 
suspendues les deux balles. 

44 1 • L'Orsque le sqleil aura disparu vers la gauche par suite 
de spn n^ouvçnoçnt au-des$pus de rhpriïpn , ou tracera une 
courbe par tous les points qui auront été marqués {fig, 8). 

Cette courbe 1-5-8 sera l'une des branches de l'hyperbole 
suivant laquelle le plaJA hof ii^JOital W coupe les deux i^ppes 
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de la surface conique engendrée par le rayon lumineux qui 
contient le point de la figure 4. 

Si l'opération a lieu pendant un jour d'automne ou d'hiver, 
on obtiendra la courbe i-5-8 {fig, 4 et 8) ; dans un jour de 
printemps ou d'été, on aura la courbe 9-1 0-i 1 ; mais si Ton 
opérait à Tépoque des équinoxes , les extrémités de l'ombre à 
toutes les heures de la journée seraient situées sur une droite 
12-13, qui serait l'intersection du plan horizontal HH' par le 
plan équatorial E [pg. 4). 

Lorsqu'on aura tracé l'arc d'hyperbole 1-5-8, et que l'on 
aura corrigé les petites irrégularités de sa courbure, on join- 
dra le centre o du cercle avec le milieu m de l'arc amc (fig. 8), 
et l'on obtiendra par ce moyen l'axe transverse de l'hyperbole. 

Cette droite sera la projection horizontale de la ligne deman- 
dée NS. 

En effet , la droite 0-5 sera évidemment là plus courte de 
toutes les ombres portées sur le plan horizontal HH' par la 
tige verticale du point 0, et l'ombre la plus courte ayant né» 
cessairement lieu au moment où le soleil atteint sa plus 
grande élévation au-dessus de l'horizon , il s'ensuit que l'axe 
transverse de l'hyperbole doit coïncider avec la trace du plan 
dans lequel se trouve le soleil au milieu de la journée. 

Or, ce plan NS perpendiculaire au plan horizontal HH' 
{fig. S) contient la droite menée par le point parallèlement à 
l'axe de la terre; donc il sera le plan vertical projetant de 
cette droite , et son intersection NS avec le plan HH' sera la 
projection horizontale de la droite demandée. 

442. L'angle que la droite NS fait avec ÂZ , ou avec une 
droite quelconque parallèle à AZ, est ce qu'on appelle la dé- 
clinaison du mur sur lequel on se propose de tracer le cadran 
solaire. 

443. Gnomon. Les anciens employaient souvent un moyen 
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analogue pour déterminer le moment où le soleil atteignait 
chaque jour le point le plus élevé au-dessus de l'horizon. 

Ainsi, après avoir construit une colonne ou un obélisque, ils 
observaient l'instant où l'ombre de cet obélisque ou de cette 
colonne coïncidait avec la trace horizontale du plan méridien. 
Des points marqués sur cette ligne indiquaient quelle devait 
être à midi la longueur de 1 ombre pour chaque époque de 
Tannée. 

Le monument destiné à cet usage se nommait un gnotmn , 
ce qui a fait donner le nom de gnomoniqae à l'ensemble des 
opérations nécessaires pour construire les cadrans solaires* 

444. Le plan C-12 (/Sg. 3), qui contient à midi le centre du 
soleil , se nomme plan méridien ; c'est pourquoi la droite NS 
{fig. 8) se nomme méridienne. 

445. Quoique la méthode que nous venons d'indiquer pour 
trouver la méridienne soit suffisamment exacte , je donnerai 
une seconde méthode qui peut être facilement employée par 
les personnes qui possèdent un instrument propre à mesurer 
les angles. 

1" On commencera par reconnaître à Thorizon un objet fixe 
et bien déterminé tel que serait , par exemple , un arbre , un 
clocher, un moulin M (fig, H); 

2^ On mesurera Tangle visuel MOS' compris entre cet ob* 
jet et le soleil, au moment où il paraît au-dessus de l'horizon; 

3* On mesurera l'angle visuel MOS" compris entre le môme 
objet et le soleil , au moment où il disparaît le soir; 

4"* La droite NS bissectrice de l'angle S'OS" sera la méri- 
dienne, et Tangle ZNS que celte droite fait avec la trace AZ du 
mur sera la déelinaiion du cadran. 

Cette opération ne peut évidemment réussir que dans un 
lieu où l'horizon ne serait pas borné par des montagnes ou 
des constructions élevées. 
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446. Enfin on peut encore obtenir une méridienne suilî^ 
samment exacte eo traçant Tonibre d'une verticale au mô« 
ment où midi serait indiqué par une moiUfe réglée récem- 
ment sur un bon régulateur ou sur un autre cadran solaîtti 
dont Tejiactitude serait reconnue. 

447. Lorsque Ton aura déternûné \9Lmèridienn/B ^ ou, ce 
qui revient au même , la projection horizontale de la tige ou 
tringle qui doit former le style du cadran , il sera facile d'ob- 
-lenir la pro(iectlQn verticale de cette da^oite. 

En e&t, supposons que la figure 9 soit une section de la 
terre , par le plan méridien NS de la figure 8. 

La droite OP', parallèle à Taxe €P de k terre (fig. 9) k, sera 
perpendiculaire au rayon CE de Téquateur et le plan horizon- 
tal HH', sera perpendiculaire au rayon terrestre CO. Dans la 
question actuelle, il est absolument inutile de tenir compte 
de l'aplattaaement de la terre. 

L'arc de méridien Oli) exprime la latitude du lieu occupé 
par Tobservaieur, et les cdtés de Tangle P'OH étant perpeudi- 
culair^) chacun à chacun, sur les c6tés de l'angle ECO, il s'en* 
suit que ces deux angles sont égaux . et que, par conséquent^ 
ri^Qlinaison de la droite P^OH sur le plan horizontal HH' est 
égal i la latitude 0£ du point O. 

448. Ainsi, pour obtmmt en ut» potnt.guelcon^iie y une pa- 
ruUëe é l'o^e de la terre , il sufiit de construire dans le plam 
méridien une droite incUnée mr le plan horizontal^ d*une 
quantité étgêle à la latàt/nide du lieu que l'on occupe. 

449« PREMiiiu& OPÉRATION* Supposons doiic (fig. 1 et â, 
pL 34) , que la droite NS soit la méridim^i et par consé- 
^eotla projection horizontale de ladvoi^ dier/ohéo, il a'agit 
de Gon»tn«ii e la projection verticale de cette droite^ 

On pourra choisir à volonté le point JN', suivant lequel cette 
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ligne doit percer la surface du mur, que nous supposerons 
coïncider avec le plan vertical de projection. Après quoi , on 
devra opérer de la manière suivante {fig. 1 et2). 

1" ■■" On fera l'angle NN'S" égal au complément de la la- 
titude du lieu que Ton occupe 5 l'angle N'S"N sera par con- 
séquent égal à la latitude , et la droite N'S" sera la ligne 
demandée , rabattue sur le plan vertical de projection ; 
S*" mmmm. Par un arc de cercle S"S décrit du point N , comme 
centre , on ramènera le point S'' sur la projection hori- 
zontale ISS, ce qui donnera le point S, suivant lequel la 
droite cherchée perce le plan horizontal de projection. 
â"* WÊmm Le point S , situé dans le plan horizontal de pro- 
jection , se projettera en S' sur la ligne AZ , et la droite 
S'M' sera la projection verticale du sty!e. 

450. DEUXIÈME OPÉRATION. La droite dont les deux pro- 
jections sont SiN et S'N' (flg. 1 et 2), étant parallèle à Vaxe de 
la terre^ il s'agit maintenant de faite passer par cette droite 
douze plans faisant entre eux des angles égaux. 

Il suffira , poUr résoudre ce problème , de rappeler ce que 
j'ai dit au n"" 154 de mon Traité de géométrie descriptive. 

Ainsi la droite donnée étant ^eprésentée sûr la figuré fi par 
IfS, on pourra opérer de la manière suivante : 

1« MMB On construira où l'on voudra un plan EE' perpen- 
diculaire Mir la droite NS. 

Ce plan sera parallèle à Téquateur, et sera, pour cette 
raison , nommé équatotial. 
^ WÊÊim On décrira datis le plan EE' tlfie demî^^rconfé- 
rence que l'on partagera en douze parties égales , et Ton 
joindra les points de division avee le éetitre par douze 
rayons qui feiront entre eut des angles égailx. 
3*" HiH On fera {passer un plan par la droite NS et par 

chacdo des douse rayons ainsi obtenus. 
Il asé évidesA [Gifm) que lei^ angles cHidres formés par ces 
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plans auront pour mesure les angles que font entre eux les 
rayons qui divisent en douze parties égales la demi-circonfo- 
rence décrite dans le plan Eë'. Or, ces derniers angles étant 
égaux entre eux, les angles formés par les douze plans le se- 
ront aussi. 

Il est essentiel que Tun des douze plans coïncide avec le 
plan méridien SNN' (/îgf. 2), ou, ce qui est la même chose, 
avec le plan vertical projetant de la ligne NS, N'S' {fig. 1"). 

On pourrait se demander pourquoi il ne faut pas décrire, 
dans le plan équatorial EE', une circonférence entière ; mais il 
est évident qu'il suffit, comme nous Tavons fait, de partager 
la demi-circonférence, parce que les douze plans, étant infi- 
nis , détermineront évidemment les vingt-quatre angles diè- 
dres, ou ftoraires, qui correspondent aux vingt-quatre heures 
de la journée. 

451 . ÉPURE. On sait que les traces des douze plans deman- 
dés doivent passer par les traces IN' et S de la droite donnée. 

Il ne reste donc plus qu'à déterminer un point de l'une des 
traces de.chacun de ces plans. 

Pour y parvenir, on construira {pg. 2) ; 

V HHB La trace verticale MM' du plan équatorial EE' 
{fig. 5). Cette trace, que Ton peut faire passer par où 
l'on voudra , contient ici le point N , et doit élre perpen- 
. diculaire sur la projection N'S' du style (Jig, 2). 

2* HHB La droite NE" perpendiculaire sur N'S" sera ^inte^ 
section du plan équatorial EE' par le plan méridien N'JNS, 
et le point 0" sera par conséquent l'intersection du style 
par le plan équatorial NE". 

S'* ■— ■ On rabattra ce plan en EE' (/ïj. 3) en le faisant 
tourner autour de sa trace verticale MM'. 

Par suite de ce mouvement , le point O'O" viendra se 
rabattre en 0'", que Ton obtiendra sur le prolongement 
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de N'C en décrivant l'arc de cercle OW du point N 
comme centre. 

i^ «BiM On décrira la demi-circonférence 6-12-6 sur le 
diamètre 6-6, qui doit être perpendiculaire à la droite 
NO'^', suivant laquelle le plan méridien coupe le plan 
équatorial. 

5» "i"" On partagera la demi-circonférence 6-12-6 en 
douze parties égales, et Ton tracera les rayons corres- 
pondants en numérotant ces rayons, comme on le voit 
sur l'épure, de manière que le rayon 0'"-12 coïncide 
avec la droite NO'", et soit par conséquent situé dans le 
plan méridien N'NS. 

6"* «HM Chacun des rayons ainsi obtenu aura sa trace ver- 
ticale V sur la droite MM', qui est la trace verticale du 
plan équatorial rabattu en EL', de sorte qu'en joignant le 
point N' avec les traces verticales d des douze rayons, on 
aura les traces verticales des douze plans demandés , et 
ces traces seront les lignes d'ombres portées par le style 
NS,N'S' pour chacune des heures correspondantes (431). 

452. Les rayons 7 et 8 de la figure 3 n'ayant pas leurs 
traces verticales sur l'épure , on pourra opérer de la manière 
suivante : 

1^ m^ On tracera par le point (] une droite quelconque 
qui coupera le rayon 0"-9 en un point o' et le rayon 
0" -8 en un point o". 

2^ HMM On tracera les droites o^tt!^ o"n" perpendiculaires à 
MM', et parallèles, par conséquent, à la droite 0"'N'. 

3*" HHB On joindra le point C avec n' par la droite Cn', et 
l'intersection de cette ligne avec la droite o"e" détermi- 
nera le point n". 

4® ■■■■ La droite N'n" sera la trace du plan N'-VIIl qui dé- 
termine Tombre du style à 8 heures. 

En effet , les trois droites 0'"C', CC' et N'C aboutissant au 
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point C', coup«ik)nt les parallèles oV el O^^N' en parties pro- 
portionnelles , ce qurdonnera la proportion 

Hais les droites Go", Ce", Cn", concourant au point G, on 
aura : 

(2) o'c':M::o"c":c"n". 

On aura donc , par duite du rapport commuii, 

; i^pi ;; c : ô n ^ 

d'où Ton peut conclure que les trois droites O'VS Ce/*, fî'»". 
concourent en un même point, qui est In, trace verticale du 
rayon 0'"-8^ et qui, par conséquent, détermine la lign^ N'-VIII 
du cadran. 

453. Qq opérera 4@ 1^ i^é,àie fP94^ièr^ pour ^ét^rtpiner la 
)i^^ IN-YII- Aipsi on tr^çp,r4 ; 

1^ HHM Une droite quelconque Co'^, ce qui déterminera 

leç points o'" et q" aur (es raypps (y"-Q qtÇi'"-7| 
2» 9Pm^ On trj^cer^ les; drpjtes o"V" ^t D^n*^ pçrpepdiçw- 

laires sur MM'^ 
. ?(• ^ffP" La droitç Cn'" détermine^çi le pçjp^ fi"' g^r le pro- 

lWge«iemdp tfVr 
A"* mÊmm Enfin on tracera la lignq ^)%VM 4^ ç^dran^ 

494. On peut encore obtenir le même résultat en opérant 
de la manière suivante i 

i^ wtmm On traCerà une dvQite quiileenque o^n^ perpendi- 
culaire sur MM'. Cette opération déterminera le point o^ 
sui» le prolongement du rayon 7-0"'. ^- 

2i» iMMi La droite o'^t^''* parallèle à MM' donnera le point 
a ^' sur le najotï Ô'*V6; 
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3** mmm Là droittf o'^'^tt^', perpendiculaire suf MM', coupera 
la ligne Dt'-^VI du cadran suivant un poiiît n^'. 

4» "i"» On tracera la droite li^'t-n* parallèle à MM', ce qui 
domre le point ii^^ que l'on joindra avec N'. 

455. Les opéfàtioits qui précèdeût donneront pour résultat 
un (cadraa Vertical tel q^e ciflui qui est dessiné spr la figure 7«. 

456. Si Ton voulait avoir un cadran horizontal {fig. 6), il 
suffirait d'exécuter sur le plan horizontal de projection tout ce 
que nous vemont de faire sur U plan vertical. 

457 r On pourrait fipcore obtenir un cadran horizontal au 
moyen de l'épure précédante. 

Il sufSrait , pour cela, de prolonger les lignes d'ombre du 
ç^Mlran de. la figure 2 jusqu'à ce qu'elles rencontrent la ligne 
AZ, et de joindre les points ainsi obtenus avec le point S. 

Qn aiirait ainsi les traces horizontales de tous les plans ho-» 
paires 9 6( l'ensemble de ces douze tracer formerait m oadrs^u 
horizontal que Ton pourrait transporter ^ans tous le^ lieui^ qui 
auraient la même latitude , pourvu que Ton ait bien aoin de 
faire Qp{Aci4er )â droite NS du cadraf^ i^Tec la (widienne 
et de faire l'angle PSN égal à la latitude du lieu. 

458. II est également bien entendu que le cadran verticeil 
qu« Ton a obtenu sur la figure â n« pourrait convenir qu'aux 
lieux qui auraient la même latitude , et ne pourrait être XWAé 
que sur un mur qui ferait avec la méffdiimte un angle égal 

à SNN^'; • . . 

459. 11 sera nécessaire, en posant le style, de s'assurer qu'il 
est bien exactement parallèle à l'axe de la terre; on pourra, 
comme vérification, chercher l'angle NN'^S que cette droite 
doit faire avec le plan vertical de projection . 
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460. La figure 4 est un cadran iquatorial. Tout se réduit 
dans ces sortes de cadrans à la construction exécutée dans le 
plan ëquatorial rabattu (fig. 3) . 

Cette figure, tracée sur une pierre mince ou sur une ardoise, 
est placée comme on le voit {fig. 4), de manière que le plan 
qui contient le cadran coïncide avec celui de l'équateur cé- 
leste, ou, ce qui est la même chose, que la droite NS soit pa- 
rallèle à l'axe de la terre , et que la projection horizontale de 
cette droite coïncide bien exactement avec la trace du mé- 
ridien. 

On fait surtout usage de ces sortes de cadrans chez les peu* 
pies qui habitent entre les tropiques ; mais alors il faut que le 
cadran soit tracé sur les deux faces de la pierre , car sans cela 
il ne pourrait servir que pendant six mois. 

461 . On pourra encore dans ces pays employer des cadrans 
verticaux construits diaprés les mêmes principes que pour la 
figure â. Ces cadrans, tracés sur les deux faces, serafent placés 
verticalement par rapport à Thorizon , mais de manière à 
couper le méridien obliquement. 

Les heures avant midi seraient marquées sui* Tune des faces 
du cadran , et les heures de l'après-midi sur la face opposée. 

462. Si l'on voulait obtenir un cadran sur une surface 
quelconque , il est évident qu'il faudrait construire les traces 
des douze plans déterminés sur la figure 2 , et chercher en- 
suite les intersections de ces plans avec la surface donnée. 

Nous pourrons plus tard revenir sur quelques-unes de ces 
questions qui sont plus curieuses que véritablement utiles. 



FIN DU QUATRIÈME LIVRE. 
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LIVRE V. 



PERSPECTITi: AERIEUrnrE. 



CHAPITRE PREMIER. 

POINTS BRILLANTS. 

463. Dans les livres qui précèdent , nous avons vu com- 
ment on détermine, sur la surface d'un corps , les parties qui 
sont éclairées et celles qui sont obscures. Nous allons mainte- 
nant rechercher les causes d'où résultent les différences d'in- 
tensité de la lumière et de l'ombre sur les surfaces. 

464. Lorsqu'un rayon de lumière $m (fig, 152, pi 55), 
rencontre une surface plane et parfaitement unie , il est renvoyé 
par cette surface dans une direction mt), telle que mn étant la 
normale à ta surface , on doit toujours avoir l'angle smn égal 
à l'angle nmv , ou , ce qui est la même chose , l'angle smp 
égal à l'angle vmq. 

465. L'angle smp est ce que Ton nomme Vangle d'inci- 
dence^ et l'angle vmq est Vangle de réflexion. 



Digitized by 



Google 



iU POINTS BhlLLAOTft «L. 5^1 

466. Ces deux angles sont toujours situés dans un même 
plan perpendiculaire au plan p'g' et çQptçnant par CPR^uent 
la normale mn. 

C'est dans les traités de physique qu'il faut chercher l'ei- 
plication du principe précédent; nou^ nçus bornerons ici à en 
étudier les effets. 

467. Supposons {fig. 153} une«urface plane p'ç' parfaite- 
ment polie , comme , par exemple, une glace ou une planche 
de métal. 

Supposons de plus quMl y ait en s un point lumineux, et 
que notre œil soit au point v. il est évident que les rayons 
8m\sm" renvoyés dans les directions mV, mV ne rencontre- 
ront pas notre œil , et ne pourront, par conséquent, produire 
pour nous aucune Sensation , tanffis c|uâ le tayon mv prove 
nant de la réflexion du rayon 5m, produira pour nous le même 
effet que si le point lumineux était situé en m ; d'où il résulte 
que , vue du point r , la surface du plan paraîtra obscure, à 
Texception du point m que l'on nomme le point brillant. 

468 Voyons actuellement comment on pourrait parvenir 
à construire les points brillants sur une surface quelconque. 

Soit par exemple (fig. 154), une surface AB sur laquelle ota 
veut obtenir le point brillant m, en admettant que s soit le 
point lumineux et que l'œil soit situé en v. 

Concevons une infitiité d'ellipsoïdes de révolution qui aient 
tous pour foyers les points 5 et v ; il y aura nécessairement un 
de ces' ellipsoïdes qui touc hera la surface donnée , et le point 
de tangence m sera le point brillant démandé. 

En effet, si Ton conçoit le plan tangent pq et la normale 
wn, on aura l'angle smn=znmv^ et par conséquent l'angle 
d'incidence smp égale l'angle de réflexion vmq'^ on peut donc 
résumer ainsi le principe général ; 

1* On comtfuitû ufi ellipsoUe de tévùlUtiàn qui aurait 
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pour foyen Vœil et le point lumineuûb et qui ierait tangent à 
la surface donnée. 

2** Le pointée tangence déterminé avec exactitude sera le 
point brillant d^fknié. 

469. Il peut, dai^s qertaips cas, y (ivoir plusieurs solutions ; 
ainsi , sur une surfsice qui aurait des parties convexes et con- 
caves, il pourrait y avoir dans la partie concave yn autre point 
brillant m\ qui sers^it déterminé par un second ellipsoïde 
ts^ngçnt, ayant le^ mêmes foyers que le premier. 

En général , il y aura fiutant de points brillants qqe Tqp 
pourra concevoir d'ellipsoïdes tangeptç à la surface. 

470. Pareillement, tous les points suivant lesquels l'un de 
ççs ellipsoïdes serait touché par une surface quelconque , se- 
raient des points brillants de cette surface , et l'on copçoit que 
si l'un de ces ellipsoïdes qui ont pour foyers l'œil et le point 
lumineux éti^it solide , bien poli , et vu intérieurement du 
points, tous ses points seraient brillants, puisque pour un 
quelconque m" de ces points, on aurait toujours l'angle sm"n" 
=n"ni!'v^ ou l'angle d'incidence sm"p"=vm"q" ^ en admettant 
que p"q" soit le plan langent en m". 

Cette propriété , ainsi que l'emploi de cette surface dans }a 
solution du problème général, npus engageront à la nommer 
ellipsoïde Ifrillufit a\ia^liaire. 

Ali . Si l'un des deux points , le point v, par exemple, re- 
culait dans la direction mv (fig. 155), cela changerait les 
dimensions dé l'ellipsoïde auxiliaire et la direction de son grand 
axe, qui deviendrait successivement 51/, sw"; mais le point 
brillant tn serait toujours le même. Enfin, si le point v reculait 
Jusqu'à rinflni dans la direction ^t>", Tellipsoïde se transfor- 
merait en lin paraboloîde dé révolution ums^ qui aurait pour 
axe la droite sv"' parallèle à mv". 
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Q.'est le cas où , la lumière mv provenant du soleil , l'œil 
serait à une distance finie $m de Tobjet proposé. 

472. Enfin, si nous reprenons {fig. i56) le paraboloïde de 
révolution auquel nous sommes parvenu (fig. 155), et si nous 
supposons que le point v , restant à l'infini dans la direction 
mv, le point $ recule à son tour en suivant le rayon m« , le pa- 
ramètre du paraboloïde augmentera , et par conséquent la 
courbure de la surface diminuera jusqu'à ce que le point s soit 
arrivé à l'infini ;, alors le paraboloïde se confondra avec le plan 
tangent pq , qui , pour ce cas ^ remplace Tellipsoïde brillant 
auxiliaire du principe général. 

Dans cette dernière hypothèse , tous les points du plan pq 
et de tout plan p"g" parallèle à pq seront brillants; en effet, 
les points s eXv étant reculés jusqu'à Tinfini , tous les rayons 
incidents sm, s'm\s"m" seront parallèles entre eux; tous les 
rayons visuels mt>, mV, mV seront pareillement parallèles, 
et par conséquent toutes les bissectrices mn. m'b\ m"b" seront 
parallèles. 

Quant à la surface proposée , il est évident que si on la sup- 
pose vue du point t?, situé à l'infini dans la direction mv, elle 
n'aura de points brillants que ceux pour lesquels la direction 
de la normale mn sera parallèle à la direction des bissectrices 
m'6', m"6", parce qu'alors le rayon réfléchi se confondra avec 
le rayon visuel , ce qui n'a pas lieu pour les autres points de la 
surface. 

473. De ce que nous venons de dire , il résultera que, pour 
le cas où le point lumineux et l'œil seraient tous deux à l'in- 
fini , il faudra en général opérer de la manière suivante : 

V On choisira dans V espace (fig AS!) un point quelcon- 
que m , par lequel on construira un rayon de lumière sm et 
un rayon visuel mv. 
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2** On partagera en deux parties égales V angle smv par la 
droite mb, qui sera la direction des bissectrices. 

3^ On construira tous les plans tangents à la surface , 
perpendiculairement à la direction mb. 

4' Tous les points de tangence déterminés avec exactitude 
seront des points brillants de la surface proposée. 

474. Nous donnerons le nom de plan brillant auociliaire à 
tout plan p9>, pY perpendiculaire à la direction des bissec- 
trices. 

Quoique le principe qui vient d'être énoncé ne soit qu'un 
cas particulier de celui du numéro 244, il possède cependant 
un caractère de généralité suffisant pour les applications qui 
doivent faire le sujet de cet ouvrage . puisque dans les dessins 
de l'ingénieur, on suppose toujours que la lumière vient du 
soleil , et que l'œil est à une distance infinie du plan de pro- 
jection. 

Nous allons appliquer les principes précédents à quelques 
exemples. 

Construction de points brillants. 

475. Cylindre. Dans Thypothèse d'un point de vue et d'un 
point lumineux situés tous les deux à une distance infinie de 
l'objet, il n'y a presque jamais de points brillants sur un cy- 
lindre. 

En effet, le plan brillant auxiliaire ne pourra être tangent 
au cylindre que dans le cas où la direction des bissectrices 
ferait elle-même un angle droit avec celle du cylindre. 

Dans ce cas , tous les points de la génératrice suivant laquelle 
le cylindre serait touché par le plan brillant auxiliaire seraient 
eux-mêmes brillants, et formeraient ce que nous nommerons 
une ligne brillante. 
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Supposons donc que Ton ait (/Sgf. 158 et 159 , pi. 30) ^^^ 
deux projections d*un cylindre , et {pg, 160 et 161 ) les deui^ 
projections «md'un rayon lumineux . il s'agit de reconnaître 
s'il existe une ligne brillante sur la projection verticale du ey- 
Undre ; voici quel sera l'ordre des opérations : 

Le point de vue pour la projection 158 étant à une distance 
infinie du plan vertical de projection , le rayon visuel sera 
projeté (/îjf. 161) par la droite mo et (/îjf. 160) par le point m. 

Le plan qui contient les deux rayons sm^^tn étant rabattu 
autour de mv , Tangle smv deviendra sW \ on construira la 
bissectrice m 6 qui , étant ramenée à sa place, aura pour ses 
deux projections mb\ fm. 

Il n'y aura plus qu'à reconnaître si, parmi tous les plans 
tangents au cylindre, il y en a un perpendiculaire à cette 
droite. 

Dans cette hypothèse, la trace horizontale pg doit être per- 
pendiculaire à la projection horizontale mV, 

De plus, la droite mV parallèle à la trace verticale du plan 
tangent pq doit faire un angle droit avec la projection verti- 
cale ms ou mV de la bissectrice. 

Si ces conditions ont lieu, la génératrice mW sera la ligne 
brillante de la projection 158. 

Lorsque Tangle nW6" sera plus petit ou plus grand qu'un 
angle droit, il n'y aura pasde poiat ni de ligna brillante sur la 
pro|efitiou verticale du cylindre. 

476. Cbne. Pour qu'il y ait une ligne brillante sur le cônô, 
il ue suffît pas que Tune de 'ses génératHoes soit perpendicu- 
laire à la bissectrice, il faut encore que le plan tmdgent con- 
duit suivant cette génératrice^ soit parallèle au plan brillant 
auxiliaire. 

Or, ces deux conditions i>e pourraient se trouver réunies 
que par le plus grand des basards *, aussi pettt**dn âii« en gé- 
néral qu'il n'y a pas de points brillants siur un oôâe* 
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Il ne faut pas oublier que nous parlons toujours dans Thy- 
pothèse d'un point de vue et d'un point lumineux situés à 
l'infini. 

Sur la figure 162) la génératrice mW est une ligne bril- 
lante, parée que le plan tangent suivant cette ligne est perpen- 
diculaire à la bissectrice. 

En effet, sa trace hoficontale pq est perpélidiculaite à mV 
(/!(/. 161), et la droite mW, parallèle à la trace verticale, 
fait un angle droit avec m'6" parallèle à ms. 

477. Sphère. Les deux cercles 166 et 167 étant les deux 
proîectioâs d'une sphère, et les droites os étant le^ projec- 
tions d'Un rayon de lumière, on veut construire le point bril- 
lant sur la projection verticale 166. 

On rabattra (fig, 167) l'angle sov sur le plan horizontal qui 
cpntient le centre de la sphère, ce qui donnera s'ov; on con- 
struira la bissectrice o5, et le point m où cette ligne perce 
la $pbèrç étant ramené en m' et de là eu m" sera le point 
cherché. 

En efïely il ^t ^v^ent que le plan t^ogeot en fn" sera per- 
l^ndiculaire à la bissectrice, et que par conséquent le point n\!' 
sera brillant. 

478. Smxfwe de résolution* Pour construire le point bril- 
lant sur la projection verticale (^e rellipsoïde {fig. 164), nous 
avons supposé la même direction de la lumière que dans 
rexeK]ûi|>le précédent. 

La bissectrice ayant été transportée, en o$^ ob\ il ne restait 
plus qu'à construire un plan tangent perpendiculaire à cette 
droite. 

Pour y parvenir, on a fait tourner le méridien ob' jusqu'à 
ce qu'il soit arrivé en ob"; par suite de ce mQuvement, la bis- 
sectrice e^i venue se placer en ob"\ et la tangente pq perpen- 
diculaire à pV" est la trace du plan brillai^t auxiliaire. 
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Le point de tangence m projeté en m' a été ramené en nt!\ 
d'où on a déduit m'" pour le point brillant demandé. 

479. Dans la figure 169, on s'est proposé de construire les 
points brillants sur la projection horizontale d'un tore. 

Les droites so étant les deux projections d'un rayon de lu- 
mière, et le rayon visuel étant la verticale o«, 

On a fait tourner le plan méridien vos jusqu'en m$\ et Ton 
a construit la bissectrice oh. 

Les deux rayons cm parallèles à cette bissectrice ont déter- 
miné les points m suivant lesquels la surface du tore est 
touchée par les plans brillants auxiliaires \ ces points projetés 
en m' et ramenés de là dans le méridien 5m" ont donné les 
deux points brillants m". 

480. Les mêmes moyens ont été employés {fig. 170, 
pL 37) pour construire tous les points brillants du piédouche. 

L'angle sov étant rabattu {fig. 172) autour du rayon ot?, on 
a construit la bissectrice ob qui, ramenée à sa place, a pour 
projection les deux droites os, oh\ 

La bissectrice o«, o6' ayant été transportée {fig. 168 et 169), 
on l'a rabattue sur le plan vertical de projection en la faisant 
tourner autour de la verticale projetante du point o, ce qui a 
donné o6". 

Enfin toutes les tangentes pq menées {{fig. 170) perpendi- 
culairement à la bissectrice ofr" sont les traces de tous les 
plans brillants tangents au piédouche. 

Ces plans sont au nombre de cinq et déterminent autant de 
points brillants m. Savoir : 

Un sur le quart de rond ; 

Un sur la scotie; 

Un sur le tore 5 

Deux, sur les arêtes supérieures des filets, que l'on peut 
considérer comme des petites surfaces annulaires dont le 
cercle générateur aurait un rayon infiniment petit. 
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481. En effet, dans les applications, les intersections des 
sur&ces ne sont jamais des lignes rigoureusement mathéma- 
tiques. 

Ainsi, par exemple, Tintersection de deux faces planes d'un 
corps est presque toujours un peu arrondie, et forme par con- 
séquent une petite surface cylindrique tangente aux plans qui 
forment ces faces. 

Par la même raison, les arêtes supérieures des filets du 
piédottche peuvent être considérées comme des portions de 
surfaces annulaires engendrées par des cercles d'un rayon 
très-petit. 

En regardant les arêtes d'un corps poli, le lecteur sera con- 
vaincu de la nécessité de tenir compte de ces effets dans la 
pratique du dessin. 

482. Surfaces réglées. Supposons que Ton ait (fig. 177 et 
178) une portion de surface réglée, projetée sur un plan pa- 
rallèle au rayon de lumière so, on veut obtenir le point bril- 
lant sur la projection horizontale 178. 

Dans ce cas, le rayon visuel sera la verticale ov, et la bis- 
sectrice sera ob, 

La génératrice pq, perpendiculaire sur la bissectrice o&, 
sera la trace verticale dû pian brillant auxiliaire. 

Ce plan étant perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion, il sera facile de construire la courbe zx^ suivant laquelle 
il coupe les autres génératrices de la surface. 

Le point de tangence m! sera le point brillant demandé. 

Si là surface n'était pas projetée sur un plan parallèle au 
rayon lumineux, on ferait une projection auxiliaire. 

483. Par suite de l'obliquité suivant laquelle les généra- 
trices percent le plan tangent, on peut être forcé de chercher 
d'autres moyens de déterminer le point de tangence. 

Sa|[iposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir le point 

21 
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brillant sur la surface supérieure du filet (('une vis triangulaire 
projetée (/îg, 175). 

La direction de la lumière étant donnée par ses deux pro- 
jecttons os (/îjf. 173 et 174), on rabattra l'angle ^or en l'ot), 
puis on construira la bissectrice 0^, qui, ramenée à sa place, 
sera projetée par les deux droites os {fig. 173) et oil (fig, 174). 

Cela étant fait, ou remarquera que le plan brillant auxi- 
liaire doit satisfaire aux conditions suivantes : 

1° Il doit être tangent à la surface réglée proposée; 

^ Il doit être perpendiculaire à U bissectvice, et par con- 
séquent il doit faire avcîc le plan horizontal un angle 6"or, 
complément de b"oh^ qui expiai nie l'ipclipaispn âe la bis- 
sectrice. 

Or, si par le point c de la figure 1 75 nous construisons la 
droite ex perpendiculaire sur la bissectrice 6"o, l'angle cxp 
sera égal à l)"or^ et tout plan tangent ^u cône circulaire en- 
gendré i^r go;, f^ra avec 1^ plan horizontal un angle b"Qr, 

Ainsi, \^ droite cp étant une génératrice de la aurf^çe^si 
Ton construit la droite pq tangente à )q çircQnféranqe am'«, 
le p|ap cpq jouira de la double propriété d'être tangent à la 
surface, puisqu'il contient la génératrice cp^ ^X d'êtra conve- 
n.ablen^ent incliné sur le plan horizontal, pui^^'il est tangent 
au cône engendré par la drpite (^. 

Si nq^^s iàmm acliiiçUeinent tourner le pi w ^P9 iy Wti'à ce 
que sa tjraçe horizontale soit devenue pV perpendiculaire W 
ol! (fig. 174), il deiviendra briU^Qt^ car» da^^ cette nouvelle 
positiqq, il sf,v^ perpendiculaire. à \a bissectrice, axais il aura 
ce^$é fi'^ttKfi iw?^eiUv.puisMlwe la, djri^^^ quitté la sur- 

face pour s(^^rpj:endre la pipsitjQp çp'.; .. 

Or, si on fait remonter le plan cp'q' parallèlement à lui- 
m$me, il sera .de nouveau t£i(^g«at à la çimfacie lojççque '« 
droite c'c' {fy. 1 75) sera veaue «e ptacef ep «V- 

484. ( ette solution, analogue à celle que nous ^s:om em- 



Digitized by 



Google 



PL 57. POINTS BRILLANTS- a23 

ployée au n* 38 1, détermine, il est vrai, le plan tangent, mais 
elle ne fait pas reconnaître la position du point de taiigence^ 
ce qui, cependant, est l'objet principal de nos recherches. 

Çest ici le cas où le principe du n'' 352 serait en défaut, 
par suite de Tobliquité suivant laquelle le plan tangent cou- 
perait toute espèce de ligne tracée sur la surface 

Nous allons tâcher d'obtenir le point de tangence par d'au- 
tres considérations. 

Si l'on conçoit un plan tangent par chacun des points sui- 
vant lesquels la génératrice cp coupe les hélices de la surface, 
les angles que ces plans feront avec le plan horizontal augmen- 
teront à niesure que le point de tangence seya plus près de 
Taxe. Ainsi rinclinaispn du plan tangent dépendant de la 
position du point de tangence, réciproquement la position de 
ce point dépendra de l'inclinaison du plan tangent , et , puis- 
que cette inclinaison est connue, on doit pouvoir en déduire 
la position du point cherché. 

Or, si par les différents points de la génératrice cp on 
construit des tangentes aux hélices correspondantes , les 
points où ces tangentes perceront le plan horizontal seront 
situés sur une parabole cup^ qu'il sera facile de construire, et 
le point q , suivant lequel cette courbe est rencontrée par la 
trace du plan tangent cpq^ sera Tintersection du plan horizon- 
tal par la tangente à Thélice qui passe par le point cherché m, 
qui , par conséquent , sera déterminé. 

Il ne restera plus qu'à faire revenir ce point dans le plan 
brillant, en lui faisant parcourir d'abord un arc horizontal mm\ 
puis ensuite la verticale wlwi^ jusqu'à ce qu'il soit arrivé sur 
la droite cV ou sur l'hélice fc/, qui se déduira facilement de sa 
projection horizontale mnt!. 

Il semble qu'il y ait ici un point brillant sur la surface su- 
périeure de chaque lilet , mais le plus élevé est le seul qui 
existera, la place déterminée par les autres points étant com- 
prise dans l'ombre portée par les filets supérieurs. 
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La direction de la lumière a été choisie dans cet exemple de 
manière que le point brillant soit compris dans les limites de 
la surface réelle du filet. 

Mais cela n'aura presque jamais lieu , parce que les pians 
tangents, dans cette partie de la surface, ayant presque tous 
la même inclinaison , il arrivera très-rarement que Tun de ces 
plans soit perpendiculaire à la bissectrice. 

On peut, au surplus, reconnaître à prtorî quelle sera la po- 
sition du point brillant. 

Ainsi y par exemple , quand le point q sera sur Tare pjs , le 
point brillant appartiendra à la portion de surface prolongée 
au-dessous de Thélice qui forme Taréte inférieure du filet. 

Quand le point q est sur l'arc 2ti, le point brillant appartient 
à la surface réelle du filet. 

Enfin, si le point q était sur l'arc mc, le point brillant ap- 
partiendrait au prolongement de la surface au-dessus de l'hé- 
lice qui forme Taréte rentrante provenant de l'intersection des 
surfaces des filets. 

Il n'y aura pas de point brillant lorsque la génératrice cp 
fera avec le plan horizontal un angle plus grand que bV, 
figure 173. 
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485. Si les surfaces étaient complètement polies, comme 
nous l'avons supposé dans le chapitre précédent , la théorie 
des ombres deviendrait inutile , et tout se réduirait à la con- 
struction des points ou des lignes brillantes. 

Le lecteur a dû reconnaître , en effet y que toute surface , 
ou partie de surface, qui n'est pas perpendiculaire à la direc- 
tion des bissectrices , est par cela même incapable de ren- 
voyer dans Tœil aucun rayon lumineux, et que, par consé- 
quent, ces parties, quoique éclairées , doivent paraître aussi 
obscures que celles qui sont dans l'ombre. 

On peut se convaincre de cette vérité en regardant un objet 
d'acier bien poli ou une glace qui , à l'exception des points 
brillants , paraîtraient entièrement noirs s'ils ne reflétaient les 
images des objets éclairés qui les environnent. 

Cette lumière , renvoyée par les parties éclairées des sur- 
faces qui ne sont pas polies, est due à une cause que nous 
allons expliquer. 

486. La surface des corps est en général composée d'une 
infinité de petites molécules placées à côté les unes des autres. 

On peut admettre que la surface de ces molécules est formée 
d'une infinité de petites facettes inclinées dans toutes les di- 
rections (/îg. 183, pi. 58). 

Or, par suite de cette diversité d'inclinaison , il doit néces* 
sairement y avoir sur chaque molécule quelques facettes per- 
pendiculaires à la direction des bissectrices , de sorte que les 
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rayons lumineux reçus par ces facettes étant renvoyés dans 
l'œil , tous les points de la surface qui reçoivent la lumière 
paraîtront éclairés; c^ qUl li*| |[>âs lieu lorsque la surface est 
polie. 

Dans rhypothèse que nous venons d'examiner, chaque point 
de la surface ayant quelques facettes brillantes, quelle que 
soit la direction du rayon visuel , on peut dire que tous les 
points sont brillants, ou plutôt qu*ils sont éclairés, en réser- 
vant l'expression de points brillants pour les facettes ([\x\ sont 
disposées de manière à renvoyer dans l'œil uû faisceau de 
rayons lumineux capable d y produire une forte setisaliofl. 

487. C*est précisément ce qui a lîeu lorsque la surface est 
en partie polie. 

En effet, le polissage résultant du frottement qUi dëtrUit la 
partie la plus saillante des molécules produit sur châctine 
d'elles (/îg. 184) une facette ï^rîricipalé dirigée dans le sens 
général de la surface, et diminue, par conséquent, les inter- 
valles concaves qui séparent les tnbléculéâ les uniôs des autres. 
Or, ce sont précisément les petites facettes située^ Sur les côtes 
des molécules et dans les concavités comprises entre les fa- 
cettes principales qui, par suite de leur inclinaison en tous 
sens , envoient des rayons dans toutes les directions , et font, 
par conséquent, paraîtî*é éclairés tous les points de la surface 
du corps. 

Mais on conçoit en même temps que , par suite du peu d'ë- 
tendue de ces facettes secondaires , le nombre des rayons ren- 
voyés par chacune d'elles sera toujours très-petit en comparai- 
son de ceux renvoyés par les facettée résultant du poiià^age , 
qui, lorsqu'elles sont perpendiculaires à la bissectrice, forment 
les parties brillantes de la surface. 

488. Il résulte de ce que nous venons de dire que lors- 
qu'une surface n'a pas été polie, elle tie contient pas de points 
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bHllAhts. M&iâ il y d toujours sur cette âliffâeë deà parties qui 
j^amiââent plus éclairées que les autres , et la dëtetrnînatiôU 
exacte de la place et de rétendue de dès parties est Utié des 
questions qui se rattachent le plus directement à la sdenbe du 
dessin. 

489. Pour arriver à la Solution de cette questioti , je rap*- 
péllerai d'abord què la c^onditioii ëssëiitiellè pdur qU*utl point 
paraisse brillant, c'est que ToBil sôit dans la direction du rayotï 
réfléchi ; d'Où il résulte quë plUS le rhyon^ ViàUèl ^'approchera 
deëetto direction , plus le point paraîtra éôlaîré, et lëà facettes 
de la surface seront d'autatit plds près d'être brillantes que 
lés rayons renvoyés {>âr 6lle*é'approcheront davantage du rayon 
visuel. 

490. Oti a dit que les facettes qui approchent le plus d'être 
përji^éudlculairé^ à la direction des bissectrices devraiekit, après 
lea partiefi brillantes ou à leur défaut , paraître les plus éolai-^ 
rées , et que l'obscurité d'un point devrait augmenter avec 
l'angle que la normale en ce point fait avec la direction des 
bissectrices. 

Il u'ëti est pà^ ainsi. Pour le démotltrer, soit {fig, 179) 
le plaA pq tangent au point m, la normale étant mn^ te rayon 
incident im et le rayon réfléchi mr. 

Supposons de plus que mi? soit lé rayon visuel , mb la bls^ 
sectrice et pY le plan brillant au:&iliaire. 

Enfin, àdmettotté que le plan tangent pq et le plan brillant 
p'g' sè coupent suivant une ligne ain perpendiculaire au plan 
des deUk faybnà 4»h, m'ai il eii résultera que lés cinq droites 
ms, mny mb^ mr^ mv, c'est-à-dire le rayon incident^ la nor- 
male y la bissectrice , le rayon réfléchi et le Myon visuët se- 
ront dans un même plan smv^ et que de plus l'angle rmv. que 
le rayon visuel mv fait avec le rayon réfléchi mr^ sera double 
dëTungle iêmb>f que la bisseëtricè fait avec la normales 
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Ainsi, dans cette hypothèse, l'angle que le rayon réfléchi 
fait avec le rayon visuel sera proportionnel à l'angle que la 
normale &it avec la bissectrice. 

Mais cela n'aura pas toujours lieu. En effet, supposons 
(fig. 182) le cas où les deux plans $mr et smo ne coïncide- 
raient pas; ils se couperont toujours suivant le rayon incident 
5m. Mais il peut arriver, surtout dans le cas où les deux an- 
gles $mn et $mb différeraient peu d'un d'angle droit , que les 
angles $mr eismo soient presque égaux à deux angles droits, 
et alors il est évident que l'angle rmt), que le rayon réfléchi 
fait avec le rayon visuel, serait plus petit que l'angle nmh 
formé par la normale et la bissectrice. 

Ces deux exemples suflSsent pour faire comprendre que la 
quantité de lumière renvoyée dans Toeil ne dépend pas de 
l'angle formé par la normale avec la bissectrice. 

On conçoit , en effet , que , pour certaines inclinaisons , le 
rayon réfléchi pourrait être plus rapproché du rayon visuel , 
quoique cependant l'angie de la normale avec la bissectrice 
aurait augmenté. 

491. Ainsi, quoique les parties les plus claires des sur&ctss 
soient en général dans le voisinage des points brillants , il 
n'en faut pas conclure que la lumière doive être distribuée au* 
tour de ces points d'une manière symétrique, et Ton conçoit 
que , si entre plusieurs parties également éclairées d'une sur- 
face, on veut connaître celles qui sont le plus favorablement 
placées pour envoyer de la lumière dans l'œil , il faudra cher- 
cher quels sont les points pour lesquels l'angle formé par le 
rayon visuel et le rayon réfléchi est le plus petit possible. 

492. Nous allons voir d^abord comment on pourrait obtenir 
Tangle que le rayon visuel fait avec le rayon réfléchi pour un 
point quelconque d'une surface donnée. 

Soit {fig. 180 et 181) le rayon de lumière sm, la normale mn 



Digitized by 



Google 



PL, 38* TEINTES. 329 

6t le rayon visuel mo^ perpendiculaire au plan vertical de pro- 
jection, et par conséquent projeté sur ce plan par le point m. 

On fera tourner le plan $mn autour de sa trace horizontale 
zx; par suite de ce mouvement, Tangle smn^ que le rayon lu- 
mineux fait avec la normale, viendra se placer en $^irln\ 

On fera Tangle n'mVs=n'mV, et la droite f'fn'a? sera le rayon 
réfléchi rabattu sur le plan horizontal. En ramenant le plan 
zfi/ix à sa place , le rayon mV deviendra mr. 

Si actuellement on fait tourner le plan des deux droites mi), 
mr autour de l'horizontale mv , le point x décrira l'arc xoii 
parallèle au plan vertical de projection, et Tangle cherché i>mT 
rabattu sur le plan horizontal x^m deviendra mnr^'. 

493. Dans quelques cas particuliers , on peut simplifier les 
opérations précédentes. 

Supposons, par exemple {fig, 185 et 186) . que l'arc bc soit 
la directrice d'une portion de cylindre vertical et que le rayon 
lumineux soit la droite sm, sW. 

La normale mn sera horizontale , et dans ce cas, les angles 
égaux que le rayon de lumière et le rayon réfléchi font avec la 
normale se projetteront sur le plan horizontal par des angles 
égaux, de sorte qu'en faisant n'mV=n'mV. la droite m V sera 
la projection horizontale du rayon réfléchi. 

Pour obtenir la projection verticale du même rayon , on 
construira : 

1® La droite sW* perpendiculaire sur la projection mV de la 
normale •, 

^ Les deux verticales $'$y v!u^ ce qui déterminera la droite 
m; 

3® La verticale r'r donnera le point r, et par conséquent 
mr sera la projection verticale du rayon réfléchi. 

Si on fait ensuite tourner l'angle DmV autour du rayon vi- 
suel m't), on obtiendra «mV pour l'angle formé au point m 
par le rayon visuel et le rayon réfléchi. 
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494. Sur les figures 187 et 188, Vbptmxùû prAOéflènle a 
été faille pour lès sit points marqués h\ 

Mais pour plus de symétrie dahs l^ëpUré, tOU^ àe^ potfats 
ont été transportés sur l^aie , ce qui fie changé rieU ad téiul^ 
tat, puisque la valeur des angles obtenus ne dépend que delà 
direction du rftyon lumineux, de la normale , du rayon visuel 
et du rajfon réfléchi, et nullement du point où ces lignes se 
rencontrent. 

Les lettres sont les mêmes que dans la figure précédente-, 
ainsi ^m, l'ut' estia direction commune à tous les t*ayons lu» 
rtiineux ; 

mn^ mV sont les directions des norniales au% points nW; 

ir, sV les perpendiculaires sur les normales ; 

mr^ mV les rayons réfléchis. 

Enfin rWr" sont les angles formés par lés raydnS réfléchis 
et le rayon visuel m't?. 

Cet angle est un minimum pour chàéUti dès pointa dé la gé** 
nératrice a qui correspond au milieu de l'ëhgle l'fwV fb^tnrf 
par les projections horizontales dti rayon lumineux ê'fn' et du 
rayon visuel mV. 

495. On peut obtenir de sUîte cette génératrice éti parta- 
géant Tare bc (fig, 19) ) eU dent parties égales. 

496. Nous venons de voir comment on déterminerait sur un 
cylindre les parties de la surface qui approchent le plus des 
conditions nécessaires pour être brillantes, et qui, par consé- 
quent, sont les mieux placées pout^ renvoyer dans l'œil des 
rayons lumineux. 

Mais dans la rechei^che précédente, Houà avonsJ fîitt abstrac- 
tion de deux éléments dont il est essentiel de tenir Compte. 

1* Nous avons supposé quë toutes lëâ parties dé la surface 
cylindrique étaient également éclairées J 

2° Nous avons négligé d'dVôir ëgàrd kut ortibres portées par 
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les aspëHtés de la surface datis les parties concaves qu! les sé- 
parent les Unes des autres. 

497. Or, en admettant, ce qui est permis , qudièâ rayons 
lumineux qui proviennent du soleil sont à égale distance les 
uns des autres, on peut en conclure que la quantité de tti- 
mière reçue par une face plane est d'autant plus grande que la 
direction de la lumière approche davantage de la normale à 
cette face. 

En effet, supposotis que ûb (fig. 190) sôit le c6té d'un carré 
éclairé par les rayons lumineux parallèles à êb^ Si on fait tour- 
ner ce carré autour du cdté projeté en a, le nombre des bayotis 
reçus augmentera jusqu'à ce que le carré soit arrivé en a&"* 

De plus , le nombre des rayons reçus dans le sens parallèle 
au côté a étant toujours le même, Tintensité de la lumière dé- 
pendra de rinciinaison des côtés a&, ab\ ûb". 

Ainsi le nombre des rayons reçus dans la position ab" étant 
exprimé par 12 , aV en recevra il , et aft en recevra 8. 

On aura donc cette proportion : 

La lumière reçue par ab est à la lumière reçue par ûb" 
comme ae : ab" :: ac : ab :: sin abc : R. 

D'où , en représentant par 1 la lumière reçue par une «ur- 
facé perpendiculaire au rayon lumineuit, par x celle reçue par 
une autre sorfoee équivalente, et par a Fakigle que oetie sur- 
face fait avec la direction de la lumière, on a 

a; : i : : sih a : fl , 

J9 M sina 

d'où 4îs=: ^siùrt. 

R 

498. Ainsi, la quantité de lumière reçue par une face 
plane est proportionnelle au sinus de t angle que cette face 
fait avec le rayon lumineux. 

499. Il s'en but de beaucoup que toiOe la lumière reçue 
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par une molécule contribue à augmenter sa clarté apparente. 
En effet, Toeil ne reçoit que les rayons renvoyés par les fa- 
cettes perpendiculaires à la direction des bissectrices. 

Ainsi, la lumière reçue est à la lumière renvoyée comme la 
surface éclairée de la molécule est à la somme des surfaces des 
facettes de cette molécule qui sont perpendiculaires à la bis- 
sectrice. 

800. De ce que nous avons dit précédemment, il résulte 
que la partie du cylindre qui paraîtra la plus ckire doit être 
entre les deux génératrices des points m et a {^. 1S9); car 
il est évident que la portion de surface capable de produire 
pour l'œil le maximum d'effet lumineux doit être comprise 
entre l'élément m, qui reçoit le plus grand nombre de rayons 
(497), et l'élément a qui est placé dans les conditions les plus 
favorables pour renvoyer ces rayons dans Tœil (495). 

SOI. Un effet qui me semble avoir plus d'importance 
qu'on ne lui en a donné jusqu'à présent, c'est la diminution 
de lumière produite par les ombres que les aspérités de la sur- 
face projettent dans les parties creuses qui leS: séparent les 
unes des autres. 

Ainsi, l'obscurité produite par les ombres des molécules, 
augmentant graduellement et avec symétrie de chaque côté de 
la génératrice a, contribuera encore à rapprocher de csette 
droite la partie du cylindre qui paraîtra la plus claire. 

La lumière et les ombres se distribueront sur la surface du 
cylindre, comme sur le tronçon de colonne cannelée projetée 
{fig. 189). On concevra facilement, en effet, que les rapports 
de grandeur entre les parties éclairées et obscures ne seront 
pas changés si on remplace par la pensée les dix-huit canne- 
lures par cent qui seraient plus petites, et chacune de ces 
dernières par mille autres, jusqu'à ce que l'on arrive par la 
pensée à des dimensions aussi petites que les entre-deux des 
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molécules qui composent la surface du corps; et Ton peut se 
faire une idée de l'effet produit dans cette dernière hypothèse 
en regardant la figure l89 d'une distance assez grande pour 
que les parties noires et blanches paraissent mêlées de ma- 
nière à ne faire qu'une teinte continue et adoucie en allant du 
point a au point m. 

On remarquera de plus que les ombres portées dans les 
cannelures à droite du point a seront vues, tandis que les par- 
ties ombrées à gauche de a seront cachées par les filets sail- 
lants formant les entre-deux des cannelures. 

502. On peut encore rendre sensible la diminution de lu- 
mière produite par les ombres des molécules, en inclinant 
une feuille de papier bien tendue jusqu'à ce qu'elle soit pres- 
que parallèle à la direction de la lumière \ alors ou voit la 
surface s'obscurcir graduellement. 

La même cause, abstraction faite de la composition chi- 
mique des molécules, contribue à diminuer la blancheur d'un 
papier dont le grain est très-fort et augmente au contraire 
celle dont le grain est fin. Dans ce dernier cas, les aspérités 
étant plus faibles, les ombres portées par chacune d'elles 
sont moins étendues, tandis qu'au contraire la finesse des 
grains augmente leur nombre, et par conséquent aussi le 
nombre des petites facettes dirigées de manière à renvoyer 
dans rœil un rayon lumineux. Mais si on frotte le papier avec 
un instrument dur et uni, de manière à écraser ou aplatir 
toutes les aspérités, on détruit en même temps toutes les par- 
ties saillantes et creuses de la surface, qui alors devient plane 
et polie. Cette dernière opération fait disparaitre, il est vrai, 
les ombres des molécules, mais en même temps elle détruit 
toutes les petites facettes qui renvoyaient de la lumière dans 
Tœil, ce qui affaiblit par conséquent la couleur éclatante du 
papier. C'est pour cette raison que les instruments destinés à 
produire cet effet ont reçu le nom de brunissoirs. 
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Cependant ou conçoit que, si après l'opération qui vient 
d'être décrite^ pn place la portion de surface qui a été frottée 
dans une direction perpendicul4ire à U bissectrice, cette par- 
tie de la surface deviendra brillante et renverra dansToeil plus 
de lumière que les autres parties qui, n'ayant pas été hru- 
me5, n'envoient de la lumière que par les facettes latérales des 
molécule?. 

Ce que nous venops dç dirç peut s'appliquer à tous les 
corps susceptibles de rçcevqjr le ppU, ^t TQn conçoit que, si 
au lieu de laisser la surface dans l'état représenté (/Ig, 184), 
on continue à user les aspérités jusqu'à mnv^ la surface de- 
viendra obscujre, pui^q^'on aura fait disparaître toutes les pe- 
tites facettes qui, par suite de leur position perpendiculaire à 
la direction des bissectrices, remplissaient les conditions né- 
cessaires pour renvoyer dans l'œil des rayons lumineux. 
' Il ne restera plus de brillant que les points ou les lignes 
suivant lesquelles la surface serait touchée par des plans per- 
pendiculaires à la bi^ectrice. 

Qqpique nous ayons rai3onné dans l'hypothèse d'un point 
de vue et d'un point lumineux situé à l'infini, les considé- 
rations générales que nous venons de développer s'applique- 
raient également au cas où qçs deui( points seraient à des 
distances /inieç, ce qui ne changerait que la direction de la 
bissectrice, 

S03, Je n'ai pas cru devoir chercher à déterminer d'une 
manière rigoureuse les parties le$ pli^^ claires de la surface des 
corps. On conçoit, par ce qui précède» combien les résultats 
peuvent varier suivant les circonstances particulières de la 
question *, et^ en admettant comme générales des solutions qui 
ne peuvent résulter que de quelques hypothèses particulières, 
on se priverait de la plus grandie partie des ressources qui 
composent Tart du dessin.; 

Si l'on veut pbteuir un résultat satisfaisant, \\ f8t^t rester le 
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maître de faire varier entre les limites les plus larges la direc- 
tion et l'intensité de la lumière ; il faut pouvoir, lorsqu'on le 
jugea propos, remplacer k lumière directe provenant, du so- 
leil par la lumière diffuse envoyée dans toutes les directions 
par les molécules de l'atmosphère. Il doit être permis de sup- 
poser, dans le voisinagç des objets que l'on dessine, d'autres 
corps dont la surface renvoie la lumièfë sur les parties om- 
brées qui, sans cela, paraîtraient trop obscures et ne se déta- 
cheraient pas assez des parties environnantes. 

11 suflSt que par Tétude raisonnée des causes qui produisent 
toutes ces variations des teintes, on s'habitue à ne jamais ad- 
mettre que (les supposition^ possiblçsi afin que les points bril- 
lants et les parties éclairées ou obscures soient toujours déter- 
minés d'une manière satisfaisante. 

On conçoit, d'ailleurs, qu'aucun principe absolu ne peut 
être adopté sur cette matière ; que les différentes intensités de 
lumière et d'ambres ne dépendront pas seulement de Tinteo- 
site ou de la direction de la lumière, de l'état plus ou moins 
poli de la sup&ce représentée, mais encore de la nature phy- 
sique des molécules qui composent cette surface. 

Il est certain que la iumière ne produira pas les mêmea ef- 
fets sur le marbre, la pierre, le bois ou l^s métaux, sur la saie, 
le velours ou les autres étoffes de toute espèce. 

C'est donc parla comparaison raisonnée désuets de la lu- 
mière sur les corps eux-ruémes que Ton paurra devenir habile 
à représenter ces effets avec exactitude. , , . 
: Celui qui aura fait les études précédentes concevra bien plus 
vite les modifications de la lumière sur les parties convexes et 
concaves du modèle qu'il aura sous lesy^ux^et, connaissant 
d'avance toutes les combinaisons possibles^ de la himière eide 
l'oa^bve, il pourra choisir celles qui convienoiesit le mieux au 
sujet qu'il se propose 4^ traiter. 
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LIVRE VI. 



PEBSPECTITE CAVAIilERIL 



604. Pour compléter autant que possible l'exposé des 
principes nécessaires aux dessinateurs , je terminerai cet 
ouvrage par quelques notions sur la perspective cavalière. 

On donne ce nom à un genre de dessin de convention qui, 
sans avoir l'exactitude des épures de géométrie descriptive , a 
cependant sur ces dernières l'avantage de mieux faire conce- 
voir la forme de l'objet que Ton dessine. 

505. La manière d'opérer est extrêmement simple. 

Supposons , par exemple , que Ton veuille construire 
(fig. 195, pi. 39) la perspective d'une pièce de bois ter- 
minée à sa partie inférieure par un tenon rectangulaire dont 
on a les deux projections (fig. 192 et 193). 

On «construira (fig. 195) la projection verticale b'a'u!$'m'i 
égale àftati5tnd(/:gf. 192). 

On adoptera ensuite une direction quelconque pour la 
perspective des lignes , telle que az perpendiculaire au plan 
vertical pq , que nous nommerons le plan du tableau. 

Ensuite, sur le dessin en perspective , chacune de ces lignes 
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perpendiculaires au tableau devra être représentée par la 
moitié de sa projection horizontale (/Ij. 193). 

Ainsi, par exemple, aV {fig. 195) sera la moitié de az 
(fig. 193)5 

uV sera la moitié de uv ; 

uV la moitié de un , et ainsi de suite. 

Quelquefois, au lieu de la moitié on préfère prendre le 
tiers, surtout lorsque les lignes perpendiculaires au tableau 
sont très-longues. 

506. Les lignes az, uv, un prennent en perspective le 
nom de lignes fuyantes ^ ainsi a'z', uV, uV sont des lignes 
fuyantes. 

La direction de ces lignes est arbitraire et dépend pour 
chaque figure des parties que Ton veut mettre en évidence. - 

Ainsi, quand on voudra faire voir le dessous du corps, on 
dirigera les lignes fuyantes par en bas, comme on l'a fait pour 
la perspective du tenon (fig. 195). 

Pour faire voir le dessus, on dirigera les lignes fuyantes par 
en haut (fig. 196). 

Enfia on les dirigerait à gauche si Ton voulait faire voir la 
face qui est de ce côté. 

507. Quelquefois on préfère placer l'objet obliquement par 
rapport au tableau. Ainsi, la figure 198 étant la projection 
horizontale du tenon, pq sera le tableau. 

On construira, comme ci-dessus, la projection verticale 
Va'u's'm!d! (fig. 200) égale à bausmd(fig. 197) -, puis, après 
avoir choisi pour les lignes fuyantes la direction qui paraîtra 
la plus favorable à TefiTet que Ton voudra produire , ou fera : 

(/îjf.aOO) a'z'=j {fig. m); 
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608. Les mêmes conventions s'appliquent à la perspective 
des lignes courbes. 

Ainsi on fera (fig. 210, 309) i 

609. Les figures précédentes représentent en perspective 
quelques détails de construction , et la planche 40 contient 
des détails de machines. 

510. Pour tiret totit le parti possible de ee genre de dessin, 
il faut, par de nombreux exemples, s'exercer à construire 
y^romptement I à vue d'œil ^ et sans le secours du compas^ la 
perspective des objets que Ton a sous les yeux ) et les prin^ 
«ipes que nous venons d'exposer onV seulement pour but d'in- 
diquer l'ordre dans lequel les différentes lignes doivent être 
tracées. 

511. Quelques personnes contestent l'utilité de ta perspec- 
tive cavalière 3 elles donnent pour raison que les objets pouvant 
être déterminés complètement et dans tous leurs détails pa^ te 
moyen des projections , il n'est pas nécessaire d'employer un 
genre de dessin qui altère les dimensions du corps représenté 
âàds évoir l'aVàntage, comttlfe la perspective ordinaire, d'en 
reproduire Tapparenèe avec une exactitude rigoureuse. 

Je lierais le ptémiet à me ranger à cet aviâ , si tout le moiide 
Savait la géonfiétrie descriptive, ou si les ingénieurs né de- 
vaient ]amai£f avoir de conltlfiûnications d^idées avec des per- 
sonnel étrangères à Tétude de cette science. 

Mais il arrive à chaque instant, dans l'exécution des travaax 
industriels, que Ton veut faire compi*endre à tin ouvrier, à un 
chef d'atelier, les formes d'une pièce qui n'existe encore que 
dans l'imagination , et qui ne pourra être projetée que lorsque 
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Tauteur aura fixé ses idées sur les dimensions les plus conve- 
nables à donner à cet objet. 

L'ingénieur lui-méaie, dans le travail du cabinet, ne peut 
commencer ses épures qu'après avoir comparé et discuté les 
formes qui conviennent le mieux aux différents détails de son 
projet; et cette discussion sera souvent rendue plus facilapar 
la représentation en perspective des objets dont la combin$kîson 
doit concourir à la perfection de Tensemble. 

Dans un livre, dans un cours public, lorsqu'on voudra faire 
comprendre la forme d'une machine, d'un instrument de phy- 
sique ou d'un appareil de chimie^ on y parviendra plus facile- 
ment avec le secours de la perspective que par les projections , 
qui, au contraire, seront préférables lorsqu'il s'agira d'exécuter 
la machine ou Tinstrument dont il s'agit. 

Pour faire adopter un projet, pour obtenir les fonds néces- 
saires à son exécution , il faut que l'auteur en soumette les 
détails à des capitalistes, à des commissions dont les membres, 
souvent très-capables d'apprécier l'utilité ou la dépense, sont 
cependant trop étrangers au Tangage mathématique pour com- 
prendre par le secours seul des projections tout ce que le travail 
de l'auteur peut offrir d'avantageux. 

Si , par exemple, il s'agissait d'un monument, et si l'adop- 
tion du projet devait être le résultat d'un concours soumis au 
jugement du public, ce n'est pas par des projections que l'on 
parviendrait à lui en faire sentir toutes les convenances locales. 

Il est évident que l'on réussirait bien mieux avec deux ou trois 
de?sins en perspective représentant le monument proposé , vu 
des points principaux de la ville à laquelle il est destiné-, mais, 
dans ce dernier cas , les principes que nous venons d'exposer 
seraient insuffisants. 

L'habitude que nous avons de voir plus petits les objets 
éloignés, ferait paraître ces mêmes objets trop grands si l'on 
conservait le parallélisme des lignes fuyantes, et cela détruirait 
conoplétement Tillusion. 
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Il serait alors indispensable de recourir à la perspective or- 
dinaire y sans laquelle , lorsqu*il s'agit de dessins d'ensemble 
ou d'objets de grande dimension , il est impossible d'obtenir 
un résultat satisfaisant. 

Ce n'est pas ici le lieu de développer les principes de cette 
tdence, qui rentre plutôt dans le domaine des artistes que dans 
celui des ingénieurs. 



PliN DV SIXIÈME LIVRS. 
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LIVRE VII. 



BJU»ei€E»t EPURES DE COJtfCOVR». 



CORCODRS DE 1851 

POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE DES BEAUX-ARTS. 



SI 2. Cette seconde édition de mon Traité des ombres était 
complètement imprimée à l'époque du dernier concours de 
géométrie descriptive pour l'admission des élèves à Técola 
des Beaux-Arts. 

Le sujet proposé pouvant être une bonne occasion d'exer- 
cices graphiques , je me suis décidé à lui consacrer un cha* 
pitre supplémentaire. Biais pour indiquer le moment où cette 
question peut être étudiée avec le plus de fruit, j'ai placé 
répure au rang qui lui convient le mieux dans Tatlas ( voir 

pi. 12 m- 

513. Qnestion A résoudra. Troi$ points uu', vv', oo' $ont 
donnés par leurs projections horizontales v, u, o (fig. A), 
fi par leurs projections verticales v', u', o' {fig, 1). 
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Les deux points W et uu\ situés sur une droite horizontale 
vu, \'u', sont^ par conséquent, à la même hauteur^ et le point 
oo' est à égale distance des points vv' et uu'. Ce que l'on ex- 
primera sur l épure ^ en faisant ov==ou. Il faut construire 
deux cônes circulaires égaux ^ qui auront pour sommets 
les points vv' et uu' ; ces deux cônes doivent se toucher au 
point oo', situé en mime temps sur les circonférences des deux 
bases. 

Enfin Vun des cônes doit être tangent au plan horizontal 
qui contient la droite vu, v'u'. 

Pour donnera la solution de ce problème tous les dévelop- 
pements nécessaires, j'ai consacré à l'épure une étenduequatre 
fois aussi grandequecelle des autres planches de Tatlas, cela m*a 
permis d'ajouter au programme énoncé ci-dessus, une sphère, 
un cylindre , et un cône tronqué ; de sorte que cette planche 
contiendra un résumé à peu près complet de tout ce qui a été 
dit dans le deuxième livre du traité actuel. Mais , pour ne pas 
trop fatiguer l'attention, je décomposerai Ta question princi- 
pale en autant de problèmes particuliers qu'il y a de corps à 
projeter, en adoptant pour ces problèmes l'ordre suivant lequel 
chacun d'eux doit être résolu. 

SI 4. Premier problème. Les trois points déterminés par 
leurs projections vv', uu', oo', sont les sommets d'un triangle 
isocèle dont la base vu, v'u' est horizontale. Il faut con- 
struire un cône circulaire tangent au plan horizontal qui 
contient la droite vu , v'u', et au plan incliné des trois points 
donnés. 

Le sommet du cône étant situé au point vv', et le point oo' 
appartenant à la circonférence de la base. 

V «iBi» Par le point m, ou .par tout autre point de la droite 
t?ii, on concevra un plan vertical à"Z", perpendlculaireà la 
droite horizontale vu, et par conséquent au plan des 
trois points donnés v, ô, u. 



Digitized by 



Google 



BL. 13 hi$. ÉPUREg DE GONdOURS. 341 

a** wmm On rabattra le plan vertical V'Z" autour de Thorizon* 
taie qui contient le point W; et faisant y"o^ de la figure 9 
égal à y V de la figure 1 , le point oo' sera projeté en o'^ 

3* «^^ La droite uP sera l'intersection du plan qui con- 
tient les trois points dopnës, par le plan auxiliaire de 
projection A"Z", et la droite o"N perpendiculaire sur tiP 
sera la projection de la normale au point où" du plan vuo. 
La projection horizontale de cette normale sera la droite 
mn perpendiculaire sur tni. 

4t^ wmtm La droite uV^ sera l'interoection du plan vertical 
â"Z" par le plan bissecteur de Tangle dièdre PuZ'\ que 
le plan des trois points donnés fnit avec le plan horizon- 
tal qui contient la droite vu, dV. 

K* mmm Le plan bissecteur uP| sera pereé par la normale 
No", suivant un point mirt!'^ qui sera le centre d'une 
sphère tangente au plan des trois points donnés , et au 
plan horizontal qui contient la droite vu. 

6* wÊmm Le cène V, qui aura eon sommet en v , et qui en- 
veloppera la sphère que l'on ^ient d'obtenir , satisfera 
aux conditions demandées. 

V ^mm On projettera ce cône (flg. 6) sur tin plan vertical 
k"'Z'" parallèle à son axe vm ; la projection du point m sur 
ce nouveau plan sera m'", que l'on obtiendra en faisant 
flî"W" de la figure 6 , égale à x"m" de la figure 8. 

8* «B On décrira la projection de la sphère inscrite , et 
Ton déterminera bien exactement les deux points de 
tangencea/",a/". 

0* tÊÊÊm La projection horizontale de l'un de ces deux points 
doit se confondre aveo celle du point m , et lorsque Ton 
aura déterminé les projections horizontales des points x'" 
et e'", on aura le centre et les deux axes de ^ellipse sui- 
vant laquelle se projette la bas^ du cAne V. 

K1i(. »ra&lèiRe pNblètB«. Lt céfM V Uant déUrmini par 
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ê€$ projections sur les figures 4 et 6 , il faut projeter un 
second cône circulaire U, égal au premier càne^ dont le 
sommet soit situé en uu', et qui touche le plan du triangle 
isocèle voM^ suivant la droite uo. 

1* ■■«Sur la normale o"N (fig. 2), on portera o"n" égal 
à oW, et la circonférence décrite du point n!' comme 
centre, avec le rayon o"n'\ sera la projection d'une 
sphère inscrite dans le cône demandé. 
T wmmm On projettera celte sphère sur le plan horizontal 
(fig. 4 , et les tangentes menées par le point u, seront 
les limites de la projection horizontale du cône. 
3^ BMH On projettera {fig, 10) le point u et la sphère qui a 
le point n pour centre, sur le plan vertical Â'^ Z'^ parallèle 
à Taxe du cône, en faisant t" n^ de la figure 10, égalei 
<"n" de la figure 2. 
4^ «MB Les deux points de tangences r^ et le point z"^ étant 
projetés sur le pian horizontal, on connaîtra le centre 
et les deux axes de Teilipse, suivant laquelle se projette 
la base circulaire du cône demandé. 

SI 6. Troisième problème. Construire les projections 

d^une sphère d'un rayon donnée et qui soit tangente enmitne 

temps^ au plan horizontal de projection et au cône V. 

1*" HMB Si Ton fait pq (fig. 10) égale au rayon de la sphère 

demandée, le plan horizontal P, contiendra le centre de 

cette sphère. 

Mais la position de ce centre dans le plan P^ sera en- 
core indéterminée, car il est évident que Ton pourrait 
faire rouler la sphère sur le plan horizontal de projection 
sans qu'elle cessât d'être tangente au cône U. On ne peut 
donc déterminer la position de la sphère demandée, 
qu'en introduisant quelque nouvelle condition. 
2® ■■■ Si , par exemple , on veut que le point de tan- 
gence des deux corps soit situé sur la ciroonfértnce da 
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cercle fc'Y^i ^"^ tracera 6'Y^ perpendiculaire sur u*V^ , 
et Ton fera g^éT égale au rayon de la sphère demandée ; 
la circonférence décrite du point d'^ comme centre, avec 
le rayon d'^y'^, sera la projection de la sphère, que Ton 
aurait fait tourner autour de Taxe du cône jusqu'à ce 
que le centre soit parvenu dans le plan vertical qui con* 
tient cet axe. 

3>^mmm Si, actuellement, on fait revenir la sphère à la 
place qu'elle doit occuper dans l'espace, le centre âT 
viendra se placer en e'^ dans le plan P, en décrivant 
l'arc de cercle dV^ perpendiculaire à l'axe du cône; 
la normale 6'^d*' deviendra V^e"^ , et le point de tan- 
gence s^" sera déterminé par l'intersection de la nor- 
male V^t^"' avec le plan du cercle g^^hT. 

4*HHi Si la droite e^&'^ rencontre trop obliquement le 
plan du cercle g^hT^ on projettera le tout sur le plan ATS^, 
ou sur tout autre plan parallèle à la base du cône U. 

S^Bi^H Ce plan, rabattu autour de Thorizontale proje- 
tante du point Â^, viendra se placer dans la position aV 
parallèle au plan horizontal de projection. 

G^'aiHi Cette opération donnera {fig. 5) une nouvelle 
projection U^ du cône U sur un plan perpendiculaire à 
son axe. 

T^'nMi On construira sur cette projection les circonfé- 
rences dV et gV, ainsi que les points é' et i* ^ d'où il 
sera facile de iléduire (/{(/. 1) les projections horizontales 
e et 5 sur les perpendiculaires abaissées par les points 
correspondants de la figure 10. 

517. Remarque. Nous supposerons, dans l'épure actuelle , 
que le cône Y est posé horizontalement sur le parallélipipède 
rectangle R sur le cylindre horizontal T, et qu'il est retenu à 
droite par un tronçon. de colonne ou cylindre vertical C. 

Le cône U est soutenu par le cône V qu'il touche au 
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point 00* de la circonférence de sa base, par le tronc de cône 
droit M, et par la sphère E qui lui est tangente au point s. 

Les projections de ces prisme, cylindres et tronc de cône 
ne présentent pas assez de difficultés pour qu'il soit nécessaire 
de nous y arrêter. 

Ombres. 

818. Ugrnet^ de séparation sur le cône ▼. Première 
méthode. 

V ■■■i" Le rayon de lumière qui passe par le sommet v du 
cône V, est Tintersection des deux plans tangents formés 
par les rayons lumineux qui s'appuient sur la surface du 
cône. 

2* BBMH Ce rayon perce le plan À^Z^' qui contient la base 
du cône, suivant un point B'" dont la projection bori* 
zontale est B. 

3* MiiiM Les tangentes menées par B à Tellipse suivant la- 
quelle se projette la base du cône V, détermineront les 
points 1 et 2 des lignes de séparation. 

Ces tangentes n*ont pas été conservées sur l'épure. 

519. Deuxième méthode, 

!•■■■ AU lieu de construire par B des tangentes à Tellipse 
suivant laquelle se projette la base du cône V, on peut 
rabattre le plan Â^'Z" de cette base jusqu'à ce qu'il soit 
venu prendre la position horizontale a^V. 

Par suite de ce mouvement , le cône V sera projeté 
par la circonférence V^', figure 3 , et le point BB'" de- 
viendra B^*. 

g*» ■»■ On tracera par B'' les deux tangentes à la circon- 
férence V, ce qui déterminera les points 1 et 2 que 
l'on ramènera sur les deux projections de la circonfé- 
rence de la base du cône (flg. 4 et 6). 
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520. Troisième méthode. 

Les deux verticales I et K , tangentes à la projection de la 
sphère inscrite dans le cône V (/îy. 6), couperont les droites 
t>'V en quatre points 13, 14, 15 et 16, qui sont les som- 
mets d'un trapèze. 

Or, on sait (Géométrie descriptive) que les diagonales de 
ce trapèze sont les traces de deux plans P, et P4 perpendicu- 
laires au plan de la figure 6 , et qui jouissent de cette pro- 
priété que les sections elliptiques du cône V par ces plans , 
auront la même projection que la sphère inscrite. D'après 
cela : 

i^^MMi On tracera (fig. 6) les deux verticales I et K tan- 
gentes à la projection de la sphère inscrite. 

goanei La diagonale 13-16 sera la trace du plan Pj qui 
coupe le rayon de lumière v'"B'" suivant un point D'" 
que Ton projettera en ,D sur la projection horizon- 
tale t?B du rayon de lumière qui contient le sommet v du 
cône V. 

3^ BMH Les droites menées par le point D tangentes à la 
projection horizontale de la sphère inscrite, ou, ce qui 
esl; la même chose, à la projection circulaire de l'ellipse 
13-16 provenant de la section du cône par le plan P, 
détermineront les points 4 et 5 ^it(iés sur les depx lignes 
de séparation du cône V. 

4^ Mwi Ainsi , en partant du sommet, les lignes de sépara- 
tion sur le cône V seront : 

La droite v-2 , qui contient Ip point; 5 déterminé par 
la seconde méthode. 
L'arc de cercle 2-3-1 • 
La droite 1-v, qui contient le point 4. 

52 1 . Ligrnet de séparation rar le cône O. Première 
méthode. 
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1* ■BB Le rayon de lumière u'^H''' passant par le sommet u 
du cane U (fig. 10) perce le plan A^Z^ qui contient U 
base de ce cône, suivant un point F*^ dont la projection 
horizontale ne se trouve pas sur Tépure. 

2f aBB Si Ton avait cette projection, on pourrait con- 
struire par ce point deux tangentes à Tellipse suivant la- 
quelle se projette la base du cône U. 

Cette opération déterminerait les points de tangence 
8 et 9, et par suite, les deux lignes de séparation u-8 
et u-9. Hais la projection horizontale du point F étant 
trop éloignée, il faut trouver d'autres moyens de résoudre 
la question. 

Si% Deuxième méthode. 

l"" «HH On pourra couper le cône U et le rayon de lumière 
qui contient le sommet par un plan P, perpendiculaire i 
Taxe du cône; on obtiendra par ce moyen une sec- 
tion circulaire qui , projetée sur le plan Â^Z^ et rabattue 
en aV , se projettera sur la figure 5 par la circonfé- 
rence 6-7. 

2" aBB Le plan P, coupera le rayon de lumière qui con- 
tient le sommet u^ du cône U, suivant un point Q^ qui se 
projettera sur le plan horizontal , en G , et sur le plan 
A'Z^ rabattu en aV, suivant le point G^. 

3*aHH Les deux tangentes menées par ce dernier, point , 
à la circonférence 6-7 de la figure 5, détermineront 
les points 6 et 7 que Ton ramènera successivement sur 
aV et sur A^Z^. De là , sur la trace du plan F, par des 
perpendiculaires au plan de projection A*Z^; enfin sur la 
projection horizontale (fig, 4) , par des perpendiculaires 
à A'^Z'^, jusqu'à la rencontre des lignes menées parallè- 
lement à cette même droite, par les points 6 et 7 delà 
figure 5. 
Les points 6 et 7 étant joints avec la sommet u du 



Digitized by 



Google 



PL. 12 bis. ÉPURES DE CONCOURS. 349 

cône U , on aura obtenu les deux lignes de séparation 
sur ce cône. 



523. RemariiQe. Cette deuxième méthode a Tinconvénient 
de déterminer le point G*^ par deux droites qui se coupent sui- 
vant un angle trop aigu. Il est vrai que ce point, projeté sur 
le plan Â*Z^ et rabattu en G^ , se trouve très-loin du cercle 
6-7 de la figure 5 , de sorte que l'éloignement du point G^ 
détruit en quelque sorte, par rapport à la direction des deux 
tangentes , l'erreur qui pourrait exister dans la position du 
point G'^ ; mais il n'est pas moins vrai que les points 6 et 7 
des projections U et U'^ sont trop près du sommet du cône 
pour que les deux lignes de séparation soient parfaitement 
déterminées. 

Cela confirme ce que j'ai dit bien souvent, qu'il n'existe pas 
de principe absolu lorsqu'il s'agit de la pratique ; et que l'on 
s^abuserait beaucoup si Ton croyait pouvoir agir toujours 
d'une manière uniforme. 

Il faut au contraire, suivant les circonstances, changer à 
chaque instant la manière d'opérer; et lorsqu'un principe ne 
conduit pas à des résultats satisfaisants, il faut en chercher un 
autre. 

Le moyen que nous avons employé au numéro 520 ne pré- 
sente pas les inconvénients que nous venons de signaler, et 
c'est la construction qui convient le mieux dans le cas actuel. 

524. Troisiime méthode. 

l^" mÊÊÊÊÊ Les deux verticales Q et Y, tangentes à la projection 
de la sphère inscrite dans le cône U (fig, 10), couperont 
les droites u'V^ en quatre points , qui sont les sommets 
du trapèze 17.18-19-20. 

2"* ■MB La diagonale 17-20 de ce trapèze sera la trace du 
plan Pe qui coupe le cône U suivant une ellipse 17-20 ^ 
dont la projection horizontale se confond avec la circon- 
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fërence qui Iknite la projection de la sphère iascrite. 
3* ■»■ Le plan Pe coupe le rayon de lumière qui contient 
le sommet u du cône U, suivant un point H'* que l'on 
projettera en H, sur la projection horizontale uG du rayon 
de lumière du sommet. 
4<^ wmam Les droites menées par le point H , tangentes à la 
projection horizontale de la sphère inscrite , détermine- 
ront les points 11 et 12 situés sur les deux lignes de sé- 
paration du cône U. 
^^WÊÊÊM Ainsi, en partant du sommet, les lignes de sépa- 
ration sur le cône U seront : 

1' La droite u-9, qui conlient les points 7 et 12 cK- 
terminés par la seconde et par la troisième méthodes 

^ L'arc de cercle 9'\0-8. 

3** La droite 8-u, qui contient le point 6 et le point i i . 

L'arc de cercle 9-10-8 appartient à la ligne de sépa- 
ration du cône U, ce qui résulte de ce que la base du 
cône est évidemment obscure , comme on peut facile- 
ment le voir sur la figure 10. 

Si la base était éclairée , la ligne de séparation serait 
formée par Tare 8-21-9. . 

525. Liçne de téparation tnr la spbère E. 

On sait (102) que la ligne de séparation sur la sphère est 
un grand cercle dont le plan est perpendiculaire à la direction 
de la lumière. 

Si Ton veut obtenir les axes principaux de l'ellipse suivant 
laquelle se projette ce grand cercle, on construira la projec- 
tion auxiliaire (fig. 8) sur le plan vertical A'^'Z"' parallèle 
aux rayons lumineux. 

Le grand cercle qui forme la ligne de séparation sur la 
sphère sera projeté {fig, 8) par le diamètre 23-24, perpen- 
diculaire à la projection e'^'-SS du rayon de lumière. 

Les perpendiculaires abaissées des points 23 , e^" et 24, dé- 
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. termineront le centre et le petit axe de Tellipse qui forme la 
projection horizontale du cercle 23-24, 

526. ombret portéet tnr le plan boiizontal» Les traces 
des plans et des cylindres formés par les rayons lumineux qui 
s'appuient sur les lignes de séparation obtenues précédem- 
ment, détermineront le contour des ombres portées sur le 
plan horizontal *, car, il résulte évidemment, de la direction 
de la lumière dans l'exemple qui nous occupe , qu'il n'y aura 
pas d'ombre portée sur le plan vertical de projection , qui 
n'existe ici que d'une manière abstraite et par conséquent in- 
capable d'arrêter les rayons lumineux. 

Les ombres portées sur le plan horizontal par le cône V, par 
le prisme R, par le cylindre vertical C, et par* le cylindre 
horizontal T, seront déterminées par les figures 4 et 6. 

Les ombres portées par le cône U, et par le tronc de cône M, 
pourront être obtenues par le moyen des deux projections 
figure 4 et 10. 

Enfin, la projection auxiliaire A^"!""" {fig, 8) donnera les 
axes de la grande ellipse qui forme l'ombre portée par la 
»phère Ë sur le plan horizontal de projection. 

En: partant du point 25 situé sur la circonférence de la 
grande base du cône tronqué M , le contour de l'ombre portée 
sur le plan horizontal se compose des lignes suivantes : 

1<» WÊ/mt La droite 25-26, qui fait partie de la trace du plan 
tangent formé par les rayons lumineux qui s'appuient 
sur la surface du tronc de cône M. 

go mmmm L'àrc de cercle 26-2'î est l'ombre d'une partie de 
la base supérieure du tronc de cône. 

S*" wmmm La droite 27-28 , trace du plan formé par les rayons 
lumineux qui s'appuient sur la ligne de séparation u-9 
du cône U. 

40 m^ L'arc d'ellipse 2^-29-30, qui fait partie de l'ombre 
portée par la sphère E. 
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5* — La droite 30-31 , prolongement de 27-28 qui 
forme l'ombre portée par le cône U. 

6*"iii" Les droites 31-32, 32-33, ombres portées par les 
arêtes du prisme R. 

7^ WÊÊÊM La droite 33-9 appartient à l'ombre portée par le 

cône U. 
S'^MiiiiB L'arc d'ellipse 9-10-34 est la trace du cylindre 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur la cir- 
conférence de la base du cône U. 
9' "i"» La droite 34-2 appartient à la trace du plan tangent 
formé par les rayons lumineux qui s'appuient sur la ligne 
de séparation i?-2 du cône V. 

10^ BHB L'arc d'ellipse 2-35, formant une partie de Tombre 
portée par la base du cône Y, 

il«aMH La droite 33-36, la demi-circonférence 36-37-38, 
et la droite 38-39, forment le contour de l'ombre por- 
tée par le cylindre vertical C. 

\^ wmm La droite 40-41 et l'arc d'ellipse 41-42 sont les 
ombres portées par le cylindre horizontal T. 

IS'^aB Une partie 42-43-44 de cette ombre se relève sur 
sur le cylindre C , comme on peut le voir par lés figures 
6etl. 

14^BMH L'arc d'ellipse â?-l est l'ombre portée sur le plan 
horizontal par la base du cône Y. 

15* ■»■ La droite 1-45 est la trace du plan tangent formé 
par les rayons qui s'appuient sur la ligne de sépara- 
tion V'\ du cône Y. 

16*^ ■»■ La droite 45-46 est la trace du plan tangent formé 
par les rayons qui s'appuient sur la ligne de sépara- 
tion ti-8 du cône U. 

17* ^" L'arc d'ellipse 46-47-48 appartient au contour de 
\ l'ombre portée par la sphère E. 

18'' mmm La droite 48-49 est l'ombre portée par le cône U. 
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\%^mmm L'arc de cercle 49-50 et la droite 50-51 provien* 
nent de Tombre portée par le tronc de cône M. 

527. ombres portées tnr la iphère et t«r le cdne ▼. 

II est bien évident qu'il ne peut y avoir d'ombre portée 
sur le cône U, qui est placé au-dessus de la sphère £ et du 
cône V. 

11 ne reste donc plue qu'à chercher les ombres portées sur 
ces deux dernières surfaces. 

528. ombr» portée snr la sphère E. Cette ombre se 
compose des deux ellipses 30-53 et 76-76, projections des 
cercles suivant lesquels la sphère est coupée par les plans des 
rayons lumineux, qui s'appuient sur les lignes de séparation 
ti-9 et u-8 du cône U. 

Les axes principaux de l'ellipse 30*53 pourront être facile^ 
ment déterminés , en projetant la sphère sur le plan A*'"Z^"' 
perpendiculaire à la trace 27-9 du plan P? qui touche le 
cône U, suivant la droite u-9. 

La projection du point 7 ou de tout autre point de la 
droite tt-9 sur le plan A^"'Z'"S déterminera la trace A'T, d» 
plan tangent au cône U , et la droite 55-55 sera la projecr 
tion du cercle, suivant lequel ce plan coupe la sphère E. 

Le point 56, milieu de la corde 55-55, déterminera le 
centre de l'ellipse cherchée ^ le grand axe de cette ellipse sera 
égal au diamètre 55-55 du cercle dont elle est la projection, et 
l'un des points 55 projeté sur le plan horizontal sera I'uqç 
des deux extrémités du petit axe. 

Enfin, la droite e^™-53, parallèle à A'""ZT'", déterminera 
sur la droite 55-55 , la projection commune des deux points 
53 , suivant lesquels l'ellipse cherchée touche le grand cercle 
qui limite la projection horizontale de la sphère. 

529. En opérant de la même manière, on déterminera les 

33 
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axes de rèllipse 76-76, projéctiôh horizontale dii cerclé sui- 
vant lequel la sphère est coupée par le plan des rayons lumi- 
neux qui s'appuient sur la ligne de séparation u-8 du cône U. 

Ainsi (/{;. il); on projettera la Bfdièfe sur le plan X'Z^^ per- 
pendiculaire à la trace 49-A^''' du plan Pis qui touche le cône 
U suivant la droite t«-8. 

Le rayon lumineux qui contient le sommet u du cône U 
perce le plan vertical de projection A^8*, suivant le point 75, 
qui détermine sur la figure 11 la trace verticale Pi» du plan 
qui touche le cône U suivant la droite u-8. 

La trace du plan Pu pourrait encore être obtenue ou vérifiée 
en projetant le point 1 1 , ou tout autre point de la droite «-8; 

Cela étant fait, la corde 76-76 sera la projection du cercle 
suivant lequel là sphère E'' est coupée par le plan Pi^ 

Le point 77, milieu de la corde 76-76^ détetmiilerli ie 
centre de Tellipsë cherchée ; le grand axe de cette elMpse sera 
égal au diamètre 76-76 du cercle dont elle est Id projection^ 
et Tun des points 76 projeté sur le plan horizontal sera l'une 
des extrémités du petit axe. 

Enfin, la droite e*-78, parallèle à A*Z^, déterminera sur la 
droite 76-76 la projection 78, commune aux deux jpoints sui- 
vant lesquels l'ellipse cherchée toucha le grand cercle qui li^ 
mite la projection horizontale de la sphère. " 

630. Comme exercice, et pour felre comprendre quelle est 
la partie de la sphère (tui est comprise entre les deux plails 
tangents P, et Pij j'ai projeté lé cercle 56-86 sur la figure li, 
et le cercle 77-77 sur la figuré 9. 

Ces projections sdnt faciles à obteilir, et dépendent de |>Hn- 
ùipes que nous allon§ rappeler. 

531. On sait que Ton peut facilement bônstruiî'e une el- 
lipse, lorsque l'on connaît un de ses axes principaux et un 
point de la cirboiifërënce. 
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En effet, sttppbsonâ(/r^. 14 et 19) qae In droite ÂA soit 
l'un des axes d*uniô leitipse dont la circôtiflBrehce doit contenir 
le point M. 
!• ■—■ On prendra cfe point pôttr cfentte d'un ard de cercle 
décrit avec un rayon MH , égal ft la thoitië âO de Taie 
donné ÀA. 
2» i— On Iracera la droite HM: 

3* lÉMM On obtiendra K\f fSour la kttottié dû second axe de 
ia courbé qu'il sera facile de constrnirb. 

532. D'après cela, pour coniàtruire mt la figure 9 les pro- 
jections du cercle 76-76 de la figure 1 1 , on déduira de la 
figure 4 le centre et les extrémités de Taxfe horizontal 77-77, 

On joindra le centre 77 de Telllpse cherchée avec le centre 
e'"' de la sphère, et la droite perpendiculaire sur «''"'-77 sera 
le grand axe, dont la longueur est égale à la droite 76-76 de 
la figure 11. 

Le grand axe de l'ellipse obtenu sur là figuto 9 doit être 
parallèle à la droite 54-79, suivant laquelle le plan dé pro- 
jection A^"'Z^"* est coupé par le plan qui contient le cercle 
76-76. 

Le point 54 s'obtiendra en prolongeant Té rayon de lumière 
«G jusqu'au plan de projectioii A^"'Z^"'. 

On opérera de la mértie manière J)ôur Construire sur la 
figure 11 la projection du cercle 55-55 de la figure 9. Ainsi, le 
f rand axe de l'ellipse que Toh obtiërldra**8era perpendiculaire 
istir 6^-56, et parallèle à la trace 80-75 du plan tangent P, 

533. La question qui nous occupe fiyant conduit à pro- 
jeter des cercles inclinés dans l'espace , je rapî^ellerai encore 
la construction suivante, que l'on a souvent l'occasion d'appli- 
quer. Supposons (fig. 18) que l'on Veut obtehir les projections 
d'un cercle d'un rayon connu, et situé dans un plan P déter- 
mitië parles traces. 
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On remarquera que, lorsqu'un cercle est projeté oblique- 
ment, tous les diamètres se raccourcissent, excepté celui qui 
est parallèle au plan de projection. 

D'après cela, le point oo^ situé dans le plan P étant le centre 
du cercle demandé, on tracera : 

1* ■■H La droite a V parallèle à la trace verticale, et ce 
parallèle à la trace horizontale du pian P. 

aV sera le grand axe de la projection verticale du 
cercle, et ce sera le grand axe de la projection horizontale. 
2* ■■» Les droites aa et cV, parallèles à la ligne AZ, se- 
ront les secondes projections des diamètres précédents. 
3« mmmm Qu projettera le point a' en a, et le point c en é. 
4® aw On connaîtra, par conséquent, un axe et un point 
de chaque ellipse • ce qui permettra de la tracer (531). 

ÎS34. Les principes précédents peuvent servir pour con- 
struire la ligne de séparation sur une sphère {fig. 12). 

En effet, le rayon de lumière étant déterminé par ses deux 
projections SO , S'O', on tracera : 

i» wmmm La droite a! a! perpendiculaire sur S'O', et ce per- 
pendiculaire sur SO. 

Ces droites, perpendiculaires sur les projections du 
rayon lumineux, seront parallèles aux traces du pian 
qui contient le grand cercle formant la ligne de sépara- 
tion sur la sphère. 

2* ^"/^ Les droites alol et ce seront les grands axes des 
deux ellipses demandées (533), et les secondes projec- 
tions aa et cV de ces deux droites étant parallèles à la 
ligne AZ, on connaîtra pour chaque ellipse un axe et un 
point, ce qui permettra de la construire (531). 

535. On peut encoce déterminer les petits axes de ces 
deux ellipses, en opérant de la manière suivante (/{ff. 16) : 
1« wmmm On Concevra la sphère projetée sur le plan vertical 
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â'Z', et Ton rabattra ce plan autour de Thorizontale 
vO, v*0\ qui contient le centre de la sphère. 
2* ■■■ Le point S viendra se placer en S", que Ton ob- 
tiendra en faisant SS" égal à v'S'. 
3*" a^H Le diamètre m'W perpendiculaire au rayon ra- 
battu S"0 sera la ligne de séparation sur la sphère. 
4*" HHi Le point m", ramené en m sur SO, sera Textrémité 
du petit axe de Tellipse suivant laquelle le ^and cercle 
de séparation se projette sur le plsm horizontal. 
En rabattant le plan projetant A"Z" autour de la droite 
tiO, u'O', le rayon de lumière du centre devient S'"0', que 
Ton obtient en faisant S'S'" égal à uS. 

La ligne de séparation se projette sur le plan rabattu par le dia- 
mètre nV perpendiculaire à S"'0', et le point n", ramené en n 
sur S'O', est l'extrémité du petit axe de Tellipse suivant laqueHe 
le grand cercle de séparation se projette sur le plan vertical. 

536. Ombres portées sur le cône v. Si l'on néglige un 
instant les lignes de séparation , l'ombre portée sur la surface 
du cône V sera : 

1^ HMB La courbe à double courbure 57-34-8, provenant 
de l'intersection du cône V par la surface cylindrique, 
formée par les rayons lumineux qui s'appuient sur la 
circonférence de la base du cône U; 

2^ «HMi L'arc d'ellipse 8-67-45-59 provenant de la section 
du cône V, par le plan des rayons lumineux qui touchent 
le cône U, suivant la ligne de séparation u-8^ 

30 «BHHUne petite droite 59-58 {fiig. 3) appartenant à 
Tintersectron du même pian , et de celui qui contient la 
base du cône V ; 

4* MMB Enfin , une petite portion de l'ellipse 58-57 sui- 
vant laquelle ce dernier plan coupe le cylindre des 
rayons lumineux , qui s'appuient sur la circonférence de 
la base du cône U. 
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Çe$ ^ewx dernières lignes n'qnt pfis ité \t^ée^ sur ^ pro- 
jection horizonme (/îjf, 4). 

537. Une partie des ombres que nous venons dMndîcfaer se 
confondant avec Tombre propre du cône V, il s'ensuit qu'en 
ayant égard aux lignes de séparation de cette surface , le con- 
tour de la partie ombrée sera, en commençant par le point 1 : 

1* MMB L'arc de cercle 1-3-2 formant ligne de séparation; 

2* ^"^ La droite 2-34 formant également séparation ; 

3* MM Là courbe d'ombre portée 34-57, qui partant du 
point 34, passe par les deux points 64 , 60 , et vient cou- 
per la circonférence de la base du cône V au point 57; 

4f^ *i™» Le petit arc d'ellipse 57-58 , ombre portée sur la 
base du cône (fig. 3); 

R* MM* La droite 58-59 , ombre portée (fig. 3) ; 

6^ amm L'arc d'ellipse 59-63-45, ombre ponée(fig. Â et 1); 

7** MHM La droite 45-1 , séparation. 

53^. La courbe à double courbure 57-64-34, suivant 
laquelle la surface du cône V est pénétrée par les rayons 
lumineux qui s'appuiept sur l'arç 8-10-9 du cône U . peut 
êti^e obtenue de plusieurs manières. 

539, l^rmi4re méthoifi. Qtx mi quq, fflffv déteroftij^r jes 
points commups i dev^x sviçfacçs, il ià\\\ \^^ couper, p^r des 
surfaces auxiliaii^ei^ dont l^, cboi^ , dans chaque c^^ , dépend 
de la forme des corps dont on veuf obtenir Ib, pénétratiap. 

Or, les deux surfaces dont il s'agit ^^^% I9. cas actuel étant 
le cône V et le cylindre des rayons lumineux qiii s'appuient 
suf la basç du cône U, il est évidept qu^ les §^rfaçes 
coupantes Içs plus simpifis seront des pj^ns p^rallèle^ ^u cy- 
lindçe et passi^nt par I^ sp{pm§t à,^ pôQg; ^'oij r^çuHçntles 
opérations suivantes : 
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1<> !pp«p On GOQstruin» la trace horizontale L du cône V; 

cette trace est une par^l^ole dont 1^ foyer et 1$^ âir^i!^ 

tripe seront facilement 4éterrniaés par la figure 6. 

%"" fp^p^ Par le pojpt i , §uivapt lequel le plan borizoptiil 

çle projection i^st percé p^v '^ raypn de luoiière quj 

pop(i^t^ $Q)pn)^t V du c^6 V9 on U^x^ passer upfi 

droite quelconque qui coupe la trace paral;)oliqi|e L du 

cône y, et rel^jp^e 9-10-34, tr^ce du cylindre fbrm^ par 

les rayons lunaiqeux qui s'appuient sur \^ base da cône U. 

Ce^e 4i*<3^ite peut être considérée comme la trac^ d'un plan 

^% q^i (contiendrait le rayon de (umi^re vft, et qui, par 

cQn^éqii^^t, pas^^ail par \^ çomoiet du cône , et serait 

p^allèl^aHwlindrft. 

go fffmm Les points §0? suivait l^quels la trace du pla^i 

Pg wupera la trac? parabolique L 4u cône y, mm\ 

les pieds 4e ^eu^:.génér£^tne?s dont on construira les 

projections, et que Ton pourra vérifier en les projetant 

spr les Qgurea 4 et 6i. 

4? fpip Qp tracera ^g^lemeut les raypns lumineux par le« 

deux points suivant lesquels la trace du plan I?, coupe 

l'ellipse $1-34 , qui forme 1^ trace du cylipdre. 

^^ P^ll^ L^ quaUiB point!» 60 , suivant lesquels ces deux 

rayons de lumières rencontreront le^ génératrices corres^* 

pondantes du cône Y, appartiepdront à la ligne d'ombre 

portée sur cette dernière, ^uffaoe par la/base du côna B. 

Ï-P PQÎPt §ft, qui est le plu^ près du pçiut 0, est le seul 

I^fXUile^qU^trç. pqjntsque l^u vifipt d'p])teuir qui i^ppartienne 

au contour de Tombre portéq , çt qui , par cpnséquent , doit 

éti^e po^f^ryj^ \ m^is p^ fer^ bi^ çep^dant de çipnstçuire la 

courb§ tout çptière > ^6p de mieu^ cpmpr^dre sa forme et 

ses relat^^ps ^yeç Içs autrç$ lign^. 

:p;jQ rçpopimenci^nt l'ppératiou po^céd^nt? % on déterminera 
qiif^tFe iiiopeau;^ pointa, et Tfpn continuera jusqu'à m qud la 
courbe de pénétration soit compléteoiçpt Qbt^ue. 
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Dans l'ëpure actuelle , cette courbe est détermiDée par les 
points 67-60-64.34.60 8^2-60.34.64-60-0. 

Les plans dont les traces horizontales seront comprises dans 
Tangle Pf-ft-Pit seront évidemment les seuls qui contiennent 
les points de la courbe demandée ; cette courbe doit être tan- 
gente à la génératrice suivant laquelle le cône V est coupé 
par le plan P, 

Pour vérifier la position de celte génératrice , on fera bien 
de projeter sur la figure 6 le point 61 de Tombre portée. Le 
rayon lumineux correspondant percera la base j;"V" du cône, 
en un point que Ton rabattra successivement sur a^'js^, et sur la 
figure 3 , d'où on le ramènera sur la projection horizontale de 
la base du cône V; la génératrice que Ton obtiendra sera tan- 
gente à la courbe à double courbure au point 62, déterminé par 
le rayon de lumière qui aboutit au point 62 , suivant lequel 
l'ellipse 9-34 est touchée par la trace dil plan P» 

540. Deuxième méthode. Quelques points pourront être 
déterminés directement, et sans le secours de plans coupants 
auxiliaires. 

Ainsi , les deux ellipses 9-34 et 2-61 se coupent suivant 
deux points trop rapprochés pour qu'il ait été possible de les 
désigner par des chiffres. 

L'un de ces points est Tombre du point o suivant lequel se 
touchent les deux cônes U et V. 

Lé rayon jde lumière passant par le second jgpint détermi- 
nera celui qui est désigné par le n* 57, sur la circonférence 
de la base du cône V (fig. 4 et 3). 

L'ombre kx de la génératrice vx située sur la partie supé- 
rieure du cône V coupera Tellrpse 9-34 en deux points qui 
détermineront les points 64 de la courbe cherchée (fig. 4). 

Enfin les deux points 34 de l'ombre portée sur le plan 
horizontal détermineront les points correspondants sur la ligne 
de séparation v-2 du cône V. 
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541 . Les méthodes précédentes pourront encore être em- 
ployées pour construire l'ellipse 65-67-59, suivant laquelle 
le cône V est coupé par le plan des rayons lumineux qui tou- 
chent le cône U , suivant la ligne de séparation v-8. 

En effet, le plan Pu coupera le cône V suivant les deux 
génératrices qui contiennent les points 69 de la parabole. Ces 
points détermineront sur le cône V deux génératrices que l'on 
peut encore vérifier en projetant sur les figures 4* et 6 les 
rayons lumineux passant par les points 70 de Tellipse 2-61 . 

Le plan tangent 49-A^"' sera coupé par le plan P^ suivant 
le rayon de lumière déterminé par le point 93, et les inter- 
sections de ce rayon par les génératrices 69 du cône V détermi- 
neront les deux points correspondants de l'ellipse demandée. 
Ces points n'ont pas été conservés. ^ 

La même opération répétée fera connattre autant de points- 
que l'on voudra *, mais on pourra déterminer immédiatement, 
par le contour des ombres portées : 
1^ «MOT Les deux points 59 et 65 suivant lesquels Tel- 
lipse cherchée coupe la circonférence de la base da 
cône V. 
2^ MiM* Le point 66, situé sur la ligne de séparation t?-2. 
3*^ MHM Le point suivant lequel la courbe à double cour- 
bure 57-8 touche l'ellipse 8-67-68 etc. , avec laquelle 
elle se raccorde au point 8. 
4* »iM» Le point 67 sur la génératrice r-3 sera déterminé par 
l'intersection de la droite fc-3 de l'ombre portée avec la 
trace 49- A^" du plan tangent au cône U suivant t^8. - 

Le point 3 de la figure 4 sera déterminé sur la figure 6 
par la droite m'"-3 parallèle à A'"-Z'". 
5** mmmm Les points 68, 45, 63 seront déterminés par les 
intersections de la trace 49-A^*" du plan tangent avec 
les ombres des génératrices t?-a?, «-1, «-92, etc. 

Le point 92 et le point 3 ont la même projection sur 
la figure 6. 
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542. On peut epcore vérifier ou déterm^p^r tous les ppjnts 
de Tellipse que poi)$ yeppps d'obtenir, ep construisant (pg. 7) 
upe prpjeçtion auxiliaire sur le p)an vertica} A'^Z"^ perpendi- 
culaire à la trace 49-V" ^u plan q^j tpuchj^ le pône U suivant 
h droite u-8- 

Dans ce ca^, la courbe demandée «e projetterait pav la 
droite 6^73 , ce qui ^éteripinerait io^médiat^m^nt sur cbfl- 
cupe dQs génératrice^ dy^ cape \^ poînt qurr^spondant de la 
courbe demandée. 

(.es génératrice^ du çdpe Y seront projetées sur la figure 7 
eu preuant sur la figure 6 la haij|teur du point où cbacune 
d'elles rencontra U circopfécence oc'V" de la base. 

l.es plans des figures 7 et li étant perpendiculaires k k 
droite horizontale 49-Â^'", pp aurait pu r^nir ces deux pro- 
jections en une seule ^ nxw j'»i pr^çé les séparer pour éviter 
la confusion. 

543. Projections et onibi^es ntit le plan vertical AV. 

Nous n'avons rien dit jusqu'à présent des projections sur le 
plan vertical A'Z', parce que la projection horizontale (fig. 4) 
'et les projections auxiliaires ontsufB pour déterminer toutes 
les lignes demandées par la questioù. ' ^ 

Si pourtant on veut obtenir les projections sur le plap ver- 
tical A'Z', on pourça opérer de la maniée suivante : 

Par chacun des points f>b|enus sui; la projection horizontale, 
on tracera une perpendiculaire à la ligne X%\ e\ ^'on prendra 
la hauteur du point porrespopdant sur Tune des projections 
verticales auxiliaires. 

Aipsi • la prpjjectiop d^ ÇÔne Y et d^ toutes les l^gpff gui 
e,p dépendent ^^^ ^çduiront dps^ figurps h ®l ^^ 

Les lignes m appay tie,aAept ^ 1^ pfojectjqn du ç^p^ U se 
déduiropt des flguçes 4 et IQ, ç.^ IfS poipte d^ tro^ ellipses 
qui forment la ligne de 'séparation et l'ombrq po|ftSA fur la 
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spjijire E ppurront être déterminés en prenaqt Ie$f haq^eur^ 
sur les fiçur^ 8/ çt il . 

Toutes ces ellipse^ étapt d^ projectionsidç cercles, pourront 
être construites par les méthodes exposées aux n^ 531 et 533. 

544* Ainsi r^Uip^e qui fofme la ligne de séparation 9ur 1% 
spt^ère ^ peut à\r,^ Q^tenae dc^ la mapière sifiv^ ^(ç ; 

i^HBM Le diamètre 81-81, perpendiculaire à U prq|ee-. 

lion «V du pyoa lumiaepx (/f^. \) ^er^ Iç grand a^e de 

r^Hipçe dçmand^q. 
2?. lyp^a Lq petit axe d<îvapt être perpepdiç^ulairç au grand, 

dpit cpïncider ay^c la projection ^V du Cfiyon lunc^ipeux 

qui passe par le centre de la sphère. 
S"" ^p^fp Eqfin , le r^yon e-Si de) la figure 4 étant bori- 

3onm y ça prpjeqtjqn ve.rticalp ^-52 s^ra paraUétle à la 

ligne A'Z'. Par conséquent, on coqn^ltrf^ Tai^e 81-81 et 

un ppin^ 5St de TpHips^ ^f^ntan^ée^ ce qui çuffir^ BQ(ir la 

c^ns^ruirQ (531). 

545. EflftB (535), ox\ pçut déterI^iner le^ ax^ç de cette 
ellipse en projetant la sphère sur le plqq ^""^iÇ" p^rallèlç à la 
^ijwfi^ip^ fl^ 1* lumiétre ej p^rpen^icw^jre p plftp yeftiçal A'Z'. 

$i Top &it çpsuite tpfirnçr ce pl^n autpfir d? 1^ <)roite 
qui çonUept Iç ceptrp de \s( sphèrf), çt qui ejsf pi^r4ll^J[e au 
plan YfiTtiçal A'Z', le r^yop di^ lumièrç. dçviçndra 5*V, que 
Ton obtiendra en faisant fy^\ de 1; fi^ur§ f ég^lçj |i ^^If^ de 
la figure 4. 

Lfi. diamètre 82-82 p^rpep^diculs^j^Q s^r ^V-e', ^era la {pro- 
jection du œçclç de sppaça^jpp çur Iç phn f *'^"» ^^ 1^ po|nt 82 
ramené sur $'e' sera l'extrémité du petit axe de l'QJlips^ 
defp^n^é^. 

iU§ deu^ axe)5 dft PM^ ^lUpsq ^t^lJl W9ï^^> H Çfr^ façilç 
de la construire. 

Il e;^ évidftRt 9U9 |« caiistn^çtiçit p^dfiplft R^l^^t | la 
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méthode exposée au n"* K25; la seule différence, c'est que te 
plan de projection A''Z" contient le centre de la sphère, au lieu 
de passer en dehors comme le plan auxiliaire k!^'T^\ 

S46. Les deux ellipses suivant lesquelles la sphère est cou- 
pée par les plans tangents au cône U, suivant les droites v-9 
et v-8 , peuvent être déterminées par la méthode exposée aux 
n- 534 ou 635. Ainsi : 

\* «i"" Par le sommet u du cône U {fig. 4) , on concevra 
un plan V^k parallèle au plan vertical de projection A'Z'. 

2^ "M Le rayon de lumière du point 9 sera coupé par le 
plan P|4 suivant un point 84 dont on construira la pro- 
jection verticale figure 1 . 

3* ■»» La droite u'-84 de la figure 1 sera parallèle à la 
trace verticale du plan tangent au cône suivant la ligne 
de séparation u-9. 

4* mÊmm Le plan A'^'Z*" perpendiculaire sur t« -84 , sera per- 
pendiculaire au plan <le la courbe cherchée , dont la pro- 
jection 85-85 sera par conséquent une ligne droite que 
Ton pourra déterminer en projetant le point u et le 
point 86 du rayon «-86. 

5*HHMEn opérant comme au n*^ 532, on obtiendra 
le centre 56, et les axes de Tellipse suivant laquelle 
se projette l'ombre portée sur la sphère par la ligne de 
séparation u-9 du cône U; les points de tangence se- 
ront déterminés par le point 88. 

547. Le plan P^^ coupe le rayon de lumière du point 8 
suivant un point 89 dont la projection verticale sera le pointSO 
de la figure 1. 

La droite ti'-89 de la figure 1 sera parallèle à la trace ver- 
ticale du plan qui touche le cône U suivant la ligne de sépa- 
ration M-8. 

La projection sur le plan A*"'Z*"' rabattu figure 15 sera 
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par conséquent perpendiculaire au plan du cercle suivant le- 
quel la sphère est coupée par le plan tangent au cône U, sui- 
vant la ligne- de séparation u-8. 

La courbe cherchée sera projetée sur la figure 15 par la 
droite 90-90, d'où il sera facile de déduire le centre 77 et 
les axes de sa projection sur la figure 1. 

S48. Les ellipses suivant lesquelles les bases des cônes V 
et U se projettent sur le plan A'Z' , peuvent être obtenues par 
les méthodes exposées aux n^* 53i, S35, ou bien en opérant 
de la manière suivante^ 

Le plan A**^Z*" perpendiculaire au plan vertical A'Z', et 
contenant l'axe tiV du cône U, peut être rabattu autour de la 
droile qui contient le point n et qui est parallèle au plan A'Z'. 

Par suite de ce mouvement, le point uu' viendra se placer 
en 11^*^ que Ton obtiendra en traçant la droite tiV'^ de la 
iBgure 1 , perpendiculaire sur la projection uV de Taxe du 
cône : et faisant uV'* égal à ti-35, qui sur la figure 4 exprime 
la différence des distances des points n étu, au plan vertical 
de projection A'Z'. 

La droite n'w**^ sera par conséquent Taxe du cône U. 

La droite tt**^-71 , tangente à la projection de la sphère in- 
scrite ) sera Tune des limites de la projection du cône sur le 
plan A^'Z*"^. 

La perpendiculaire abaissée du point 71, sur Taxe nV^ du 
cône , déterminera le centre Z , que Ton ramènera en z' sur 
la projection verticale de l'axe. Enfin , le point 71, ramené 
sur nV, sera l'extrémité du petit axe de Tellipse demandée 
dont on connaît déjà le centre z' et le demi grand axe 2'-93 
égal à la droite 71 -Z. 

Pour obtenir les axes de Tellipse suivant laquelle se pro- 
jette le cône U, on rabattra le plan A*^Z*^, et le point v de- 
viendra v'^^a ensuite on tracera la droite v^^vfJ qui. sera Taxe du 
cône, La tangente d^^-87, à la projection de la sphère inscrite, 
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dëiermîtterâlepointST; pât lequel btl tracera utie pétpendi- 
ôttlairi à Y^M v^^fh! Hu cône , ce qui donnera Ife point C. 

Puis les points 87 et C étarlt ramenés sur t?W, on bon- 
ùattra le centre (f^ lé demi petit axe (/-S?, et le demi grand 
kxé c -74 égal à G-87 de l'ellipse demandée. 

549. Les projections sur le plan A'Z' des ombres por- 
tées par le c6nd U sur le cône V, pourront être obtenues 
en élevant une perpendiculaire par chacun des points de la 
figure 4 jusqu'à la rencdntre de la génératrice correspon- 
dante projetée sur la figure 1. 

On pourra vérifier les points de l'ellipse 65-67-59 en lés 
projetant sur la droite 6S-73 (fig. 7), et prenant ensuite sur 
Oette nouvelle projection la hauteur de chaque point au- 
dessus de A^Z"", on portera cette hauteur au-dessus de â'Z' 
sur la perpendiculaire élevée par la projection horizontale du 
point correspondant. 

8S0. Remarque. La question que nous venons de ré- 
soudre offre un nouvel exemple du parti que l'on peut tirer 
des projections auxiliaires. Ainsi ou a employé i 

i plan horizontal; 
8 plans verticaux; 
7 plans inclinés; 

16 pians de projection. 

il ne faut pas s*etfrayer de toutes ces projections auxi- 
liaires, dont chacune se réduit souvent k quelques lignes, que 
Ton a dû conserver ici pour l'explication de l'épure, maïs que, 
(dans ia pratique, on efface aussitôt que l'on a obtenu le résultat 
cherché. 



88l. Problème. (Fig. 20.) Vûcône circulaire étant dé- 
terminé par sa projection sur tiHpton v&fical A'Z' parallèle 
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à idh iw:e, il faut donsttuirè la projection horizontale du 
cône , et les deux projections d'un cylindre circulaire d'un 
rayon donnée qui soit tangent du cône et au pTàn horizOfital 
qui contient le sommet du cône. 

Vtmmmm Le sDihmet u' ëtant t)rojeté eh il, là droite uz t)a- 
rallèle à A'Z' sera la projection horizontale de l'axe dtl 
cône. 
2* (^ittim La perdendiculàire 2'i5 donnera le centre de l'el- 
lipse suivant laquelle se projette la base. 
3* tmmmm La perpendiculaire rV déterminera l'extrémité r 
du petit axe , et le dëlni grand àxe sera égal à z!r\ moitié 
de r'r'. 
4* MtHB lA droite r^n\ perpendiculaire È\xt t3^V, détermi- 
nera le Céntte n' de la sphère inscrite. 
6<» lÉÉtÉM Enfin , l'horizontale nV coupera la droite r'/ en 
un point o', qui sera la projection commune aux deux 
points 0^0 , suivant lesquels l'ellipse touche les deux 
génératrices tio, limites de la projection horizontale du 
cône. 
Les projebtions du cylindre demandé resteraient indétermi- 
tiéës, si Ton n'ajoutait pas quelque nouvelle condition à l'é- 
ttoncé du problème. 

En effet, on conçoit qu'un cylindre circulaire d'un rayon 
donné pourra toujours être placé cônlihé on voudra éur le 
plan horizontal ^ qui contient le somrtiet du t3ône donné ; or, 
si l'oii fait ensuite rouler Ib cylindre , il y aura toujours un 
moment où les deux corps seroUt tàngehts l'uii à l'autre. 

D'après cela , supposons que , pour déterminer la question , 
oii Veut que le point de tahgehce des deux cor|[)â soit situé sur 
la circonférence j'h' du cercle suivant lëqUél le cône donné 
jseraii coupé par Un plan P, parallèle à sa base. 

On commencera , en opérant comttie nous Tavons dit au 
11*516^ par chercher les deux projections d'une sphère, de 
même rayon que le cylindre demandé, et qui serait taq- 
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gente au cône donné suivant un point de la circonfé- 
rence j'ft'. 

Puis , quand la sphère sera déterminée, il ne restera plus 
qu'à construire le cylindre horizontal circonscrit. 

Pour éviter les répétitions, et pour que rexplication donnée 
au no 516 puisse convenir au cas actuel, j'ai employé : 

Sur la figure 20 , les mêmes lettres que sur les figures 4 
10 et 5. J'ai seulement dû changer Taccentuation , puisque 
les projections de la figure 20 n'ont aucune relation d'ordre 
avec celles qui font le sujet de la grande épure. Ainsi 
les accents ^ et ^ des figures 10 et 5 seront remplacés par les 
accents ' et " de la figure 20. 

Lorsque la sphère qui a pour centre le point ee' sera déter- 
minée, on construira le cylindre circulaire circonscrit. 

Mais il est évident que la direction de ce cylindre n'est pas 
arbitraire, et si Ton veut qu'il soit tangent au cône , il £ftut 
que les deux surfaces soient touchées par un même plan. 

La solution de cette dernière partie du problème se réduira 
donc aux opérations qui suivent : 

1° MHM La génératrice qui contient le point 55' suivant le- 
quel le cône donné est touché par la sphère , percera la 
base rV du cône en un point a! qui . rabattu sur le plan 
horizontal /K , en tournant autour de l'horizontale pro- 
jetante du point r', deviendra a". 
2^MHM La droite a V perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
isV sera une tangente, qui, ramenée à sa place, se 
projettera sur le plan vertical par aV. 
3^ mmmm Cette tangente percera le plan horizontal de pro- 
jection en un point c', rabattu en c" sur le plan hori- 
zontal r'K et ramené de là en c , ce qui déterminera la 
droite ac^ tangente au point a à Tellipse suivant laquelle 
se projette la base du cône. , 
4^ wmmm La droite uc sera la trace horizontale du plan tan- 
gent au point 55' et parallèle , par conséquent au cylindre 
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horizontal demandé) dont il sera facile alors de eoastruire 
les deux projections. 

552. ombres. Les résultats obtenus sur la figure 90 ont 
été transportés sur la figure 17, et renversés de droite à 
gauche, afin que les opérations soient plus convenablement 
placées dans l'espace disponible. 
Cela étant fait , les ombres ont été tracées : 
I^MHsSur le cône^ 
^ MHM Sur le cylindre ; 
3® MHM Sur les plans de projection. 
La ligne de séparation sur le cône a été déterminée par la 
méthode exposée au n*" 520. 

La ligne de séparation sur le cylindre , par la projection 
aiixiliaire sur le plan A"Z", perpendiculaire au cylindre. 

Les ombres portées sur le plan horizontal ont été obtenues 
par la projection horizontale, par la projection verticale A'Z', 
et vérifiées par la projection A"Z". 

Enfin, cette dernière projection a principalement servi pour 
déterminer les ombres portées sur le cône et sur le cylindre. 
Ces ombres , en partant du point 3 , sont composées de la 
manière suivante : 

l"" HUM La droite 3-4 formant Tune des lignes de sépara- 
tion sur le cylindre ^ 
2^ wmam L'arc d'ellipse 4-5-6 , provenant de la section du 
cylindre par le plan qui touche le cône suivant la ligne 
de séparation u-1 -, 
3® HHM La droite 6-7, qui appartient à la seconde ligne de 

séparation sur le cylindre; 
4*" HHM L'arc de cercle 7-8-3 , qui appartient à Tune des 
bases du cylindre et qui sépare cette base de la partie de 
surface cylindrique qui est plongée dans l'ombre ; 
5*" ■MM La droite 9-10, prolongement de 3-4, appartient 
à l'une des lignes de séparation sur le cylindre \ 

24 
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& WÊÊmm La petite courbe 10-1 1 appartient à l'ellipse 17-11- 
10-18 provenant de l'intersection du cylindre, par le 
plan des rayons lumineux qui touchent. le cône suivant 
la droite u-2; 

7'' BMM La courbe 11-12-13-14 est une partie de la ligne 
à double courbure \ 9-14-1 %i \ -20-21.22-2a, suivant la- 
quelle la surface du cylindre est pénétrée par les rayons 
lumineux qui s'appuient sur la circonférence de la base 
du cône; 

S^HHM La droite 14-15, prolongement de 7-6, est une 
partie de ligne de séparation sur le cylindre \ 

9° mmmm Enfin , Tarc de cercle 15-16-9 sépare la base 
obscure du cylindre de la partie de surface qui esl 
éclairée^ 



FIN. 
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EXTRAITS DU RECUEIL 



1>BS 



EXERCICES ET QUESTIONS DIVERSES. 



PERSPECTIVE. 

553. Perspective cavalière. J'ai donné à la page 336 
le moyen d'obtenir la perspective cavalière d'un objet dé- 
terminé ; mais je crois utile de compléter ce que j'ai dit 
alors par quelques considérations supplémentaires qui ont 
été publiées depuis l'impression de l'édition actuelle. 

Lorsqu'un professeur de construction voudra faire com- 
prendre à ses élèves l'ordre suivant lequel les faces d'une 
pierre doivent être taillées , et par conséquent tracées, il 
dessinera sur le tableau toutes les formes successives du 
voussoir. Si, par exemple, nous supposons que l'on veut 
obtenir Tune des pierres provenant de la rencontre d'un 
berceau en descente qui pénètre obliquement dans une 
voûte cylindrique horizontale, on représentera sur la 
figure !'• le parallélipipède rectangle, dont il faut déduire 
la pierre demandée. 

Le triangle auc , indiqué par des hachures , est la base 
du prisme triangulaire qu'il faut abattre pour que les 

J5 
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arêtes ahj ca {fig, 1 et 2), soient parallèles aux axes des 
deux berceaux. L'angle de ces arêtes est donné par l'é- 
pure. 

Le triangle avh détermine un second prisme triangu- 
laire qu'il faut détruire pour que le plap àhk {fig, 1 et 2) 
soit perpendiculaire à la direction ac du berceau princi- 
pal A. 

La face ahk {fig, 2 et 3) coïncidera donc avec le plan de 
section droite du berceau horizontal A, tandis que le plan 
bry, perpendiculaire à l'afête c6, sera la sect:ion |lroité ^a 
berceau en descente B. 

Le quadrilatère hero et le pentagone zxysk {fig. 2) dé- 
terminent le solide qu'il faut retrancher pour obtenir 
{fig. 3) les deux plans hexz et ryxe, qui forment les pare- 
ments extérieurs des murs ou pieds -droits des deux 
voûtes. 

Les figures A et B sont les sections droites des deux 
berceaux , et les hachures qui les entourent feront coni- 
prendre ce qu'il faut enlever pour former les surfaces de 
douelles, de joints et d'extrados. 

Sur la figure 4, on suppose que l'on a taillé les douelles 
et les joints supérieurs de la pierre, et la figure 5^ repré- 
sente le voussoir complètement exécuté. 

Ainsi, par une suite de perspectives qui, en moyenne, 
exigent chacune tout au plus deux ou trois minutes , on 
peut faire en quelque sorte assister l'élève à la transfor- 
mation complète de la pierre la plus composée. 

Mais je répéterai ici ce que j'ai dit au n** 510 ; pour que 
ce genre de dessin soit réellement utile, il ne faut pas qu'il 
soit fait avec le compas ; il faut qu'en deux ou trois coups 
de crayon le dessinateur, debout et sans préparation, 
puisse exprimer immédiatement sa pensée ; s'il lui faut 
une table, des règles , des équerres , cela ne peut plus ser- 
vir à rien. 
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554. 11 est vrai, que pour arriver là, il faut faire up 
cfsrtain nombre d^études géométriques et rigoureuses du 
principe : et c'est alors seulement, que l'emploi diii eqm- 
p^s egt nécessaire. 

Supposons que l'on veut construire^la perspective 4* une 
croix déterminée sur les figures 7 ou 11 par les projections 
C et C. 

On choisira coQurie tableau un pl^ vertical TT, assez 
éloigné pour que la perspective de l'objet ne se confonde 
pas avec la projection verticale C; puis après avoir construit 
cette projection , on tracera les lignes fuyantes suivant la 
direction qui paraîtra le plus convenable. 

Ces lignes étant les perspectives des horizontales prpje- 
tante^ , on porter^ sur chacune d'elles une quantité égale 
à peu près au tiers ou à la moitié de sa grandeur véritable, 
suivant que l'on voudra obtenir une vue plus ou moins 
raccourcie. Lorsque l'objet sera très- allongé dans le sens 
perpendiculaire au tableau , il vaudra mieux prendre le 
tiers. 

565. Or, on peut éviter la division au compas des hori- 
zontales projetantes en opérant ainsi : sur une droite au, 
parallèle à la direction adoptée pour les lignes fuyantes , 
on portera le tiers ou la moitié de l'horizontale correspon- 
dante ac; on tracera la droite eu, et la verticale wa" déter- 
minera le pointa" pour la perspective du point correspon- 
dant aa'. Il ne restera plus qu'à construire pour chaque 
point un triangle semblable et parallèle au triangle auc. 

Ainsi, les points o" et s" seront les perspectives des 
points correspondants oo' et ss', 

5*56. Dans l'application, on ne trace pas les projections 
de l'objet ; ainsi , pour obtenir l'une des croix dessinées en 
perspective sur les figures 7 ou 1 1 , on commencera par faire 
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un angle très-ouvert YAX. Les côtés de cet angle seront 
les directions des arêtes horizontales de la croix, Tangle 
YAX doit avoir au moins 140 degrés; une ouverture 
moindre (/tg. 18) ferait paraître l'objet trop près, ce qui 
serait contraire aux sensations que l'on éprouve habituel- 
lement, et qui proviennent de ce que , pour regarder un 
corps, on se place toujours à une distance assez grande 
pour que le phénomène de la vision se produise d'une 
manière distincte. 

Sur les côtés de l'angle YAX, on portera des longueurs 
à peu près proportionnelles aux parties correspondantes de 
l'objet, en évaluant par sentiment, le plus ou moins de 
raccourcissement qui doit provenir de la direction des 
lignes AY et AX; le reste ne dépendra plus que des hau- 
teurs et du parallélisme des arêtes. 

667. Si quelques-unes de ces arêtes sont circulaires 
comiiie celles du vase qui est dessiné en perspective (/îg. 17) 
et en projections (Jig. 13 et 14), on construira la perspective 
du quarré circonscrit à chaque cercle , en opérant comme 
pour la face supérieure du socle rectangulaire S". La per- 
spective de chaque quarré sera le parallélogramme conjugué 
de l'ellipse correspondante , et lorsque ces ellipses seront 
tracées, on eifacera toutes les lignes d'opérations. Avec un 
peu d'habitude, il sera facile de dessiner la perspective de 
chaque cercle sans tracer avec le compas la perspective 
du quarré circonscrit. ^ 



668. perspective Isométrique* La perspective cavalière 
que nous venons d'étudier, ayant seulement pour but de 
faire comprendre la forme de certains détails d'assemblage. 
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n'exige pas une exactitude absolue , que d'ailleurs on ne 
peut obtenir que par la métbode des projections. 

La perspective ordinaire, qui donne une image fidèle des 
objets d'une certaine étendue, en altère encore plus les 
dimensions. 

Ce n'est donc pas avec des dessins en perspective que 
l'on pourra faire exécuter un corps dont les dimensions 
sont déterminées. La méthode des projections seule con- 
serve la grandeur exacte de toutes les parties ; mais alors 
on ne reconnaît plus aussi bien la forme de l'objet repré- 
senté , et la description n'en peut être complète qu'avec 
deux projections. 

Ces motifs ont engagé plusieurs fois à chercher s'il ne 
serait pas possible avec une seule figure, d'exprimer exac- 
tement la forme et les dimensions de l'objet que l'on veut 
décrire. 

Pour atteindre ce but, M. le professeur anglais Farish 
a proposé la méthode suivante , reproduite par M. Tom 
Richard dans la 2® édition du Dictionnaire des Arts et 
Manufactures, et depuis par M. E. Dupré, conducteur 
des ponts et chaussées , dans le n" 27 du journal f Ingé- 
nieur y année 1854. 

659. Soit (fig. 16 et 16) un cube qui a pour projec- 
tion horizontale le quarré indiqué par des points sur la 
figure 16 ; Tune des diagonales de ce quarré étant parallèle 
au plan vertical de projection , qui a pour trace la ligne 
kb, la projection verticale du cube sera le rectangle o'ku'h 
(fig. 16). 

Si l'on suppose que le solide tourne autour de l'hori- 
zontale projetante oo', jusqu'à ce que sa diagonale oV 
soit venue se placer dans la position verticale oV ,' la 
nouvelle projection horizontale du cube sera l'hexagone 
régulier Avance: 
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Or, si l'on conçoit que les diftérents points de l'espace 
soient rapportés à trois axes rectangulaires qui aboutissent 
au point A, et qui coïncident avec les trois arêtes AX, 
Aï et AZ du cube, les trois plan$ coordonnés correspon- 
dants ZX, ZY et XY seront les faces de l'angle trièdre 
qui a soti sommet en A. 

Mais la projeètion actuelle du cube étant un hexagone 
régulier, dont par conséquent le rayon oA est égal au 
côté Av ou Ae, il est évident qu'une longueur de un inètrêt 
par exemple, parallèle à AZ, sera égale en projection à 
un mètre compté sur une parallèle à AX ou AY. 

D'où il suit que toutes les longueurs parallèles auœ 
acùes KTjy AY ou AX, qui seront égales dans l'espace, se- 
ront aussi égales en projection, et les rapports qui exis- 
teront dans l'espace entre deux ditnensiôns parallèles aux 
axes seront encore égaux aux rapports des projections des 
mêmes lignes. 

D'aptes cela, si nous concevons {fig. 8) que les angles 
YAZ et ZAX soient égaux chacun à 60 degrés , les droites 
AY, AZ et AX seront les projections horizontales de trois 
axes rectangulaires , parallèles aux arêtes du cube projeté 
sur les figures 16 et 16, et tous les points de l'espace 
pourront alors être déterminés par leurs distances aux 
plans coordonnés ZY, ZX et YX. 

660. Supposons, par exemple, que l'on veut déterminer 
(fig. 8) la position d'un point M situé dans le plan des YX, 
on fera Am égal à la distance du point dont il s'agit au 
plan des ZY, et sur mM parallèle à l'axe AY, on fera nM 
égal à la distance du point M au plan des ZX. 

561 . Pour déterminer (fig, 10) la position d'un |)oint M 
die l'espace , on fera : 

Am égal à la distance du point M au plan des ZX ; 
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Oii fera ensuite mm! parallèle à AX, et de plus égal à 
la distancç du point M au plan des ZY ; 

Eiifln, m'M parallèle à AZ sera la distance du point M 
au plan des XY. 

662. Pour représenter (fig. 6) une droite MN de Tes- 
pace, on déterminera les positions M et N de deux quel- 
conques de ses points. 

La droite mV prolongée pourra servir à déterminer les 
traces tJ et w de la droite MN. 

663. Enfin, la position d'un flan P (fig, 12) sera déter- 
minée par deux quelconques de ses trois traces cm, un 
ou en. 

664. Voilà ce que M. le professeur Farish a nonimé la 
perspective isométrique, c'est-à-dire qui conserve l'égalité 
des dimensions. 

Cette méthode serait mieux désignée parle mot àeprojeo- 
tion isométrique, car il ne s'agit évidemment que d'une 
projection sur un plan perpepdiculaire à la diagonale 
d'un cube, doflt les faces remplaceraient les plans de pro- 
jection que Ton emploie ordinairement dans la géométrie 
descriptive et dans l'analyse algébrique. 

566. Pour donner à la méthode précédente un carac- 
tère de généralité , l'auteur a nomn\é plans isométriques 
les trois faces du cube auxquelles il rapporte les difierents 
points de Tespace. Ainsi le plan des YZ a reçu le nom de 
plan vertical isométrique de gauche; le plan des ZX se 
nomme plan vertical isométrique de droite; et le plan 
des XY sera le plan isométrique horizontal, parce qu'il est 
toujours parallèle aux faces horizontales des objets que 
Ton veut projeter (fig, 9). 
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Les parallèles à la droite AX seront des lignes isomé- 
triques de droite ; les parallèles à AY seront les isomé- 
triques de gauche, et les parallèles AZ seront des verticales 
isométriques. 

566. Je crois que l'inventeur de la perspective isomé- 
trique, si toutefois on peut accorder à cette méthode le nom 
d'invention, s'est beaucoup abusé sur la portée de sa dé- 
couverte, et je m'étonne que M. Dupré, conducteur des 
ponts et chaussées, et par conséquent essentiellement pra- 
ticien, ait pu être séduit par une apparence de simplifica- 
tion qui n'existe certainement pas. 

La méthode dont il s'agit ayant la prétention de rem- 
placer d'un seul coup la perspective et la géométrie 
descriptive, nous allons l'examiner successivement sous 
chacun de ces deux points de vue. 

Nous écarterons d'abord du débat la perspective rigou- 
reuse, avec laquelle le principe que nous discutons n'a 
rien de commun. Il ne s'agit donc ici que de géométrie 
descriptive et de perspective cavalière. 

667. Mais d'abord, pour que la figure que l'on obtien- 
dra puisse, comme on le prétend, remplacer les deux 
projections de l'objet, il faut que le dessin sait exécuté avec 
le compas^ à une échelle déterminée. Or cette seule condi^ 
tion suffit évidemment pour lui faire perdre toute utilité 
pratique comme moyen de description expéditive. 

668. Ensuite, c'est à tort que Ton prétend, par cette 
méthode, conserveries rapports des dimensions. 

En effet, le triangle OVU (fig. 14) étant rectangle 
en U, on a : 



OV = OU + VU 
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tandis c[ue Tangle V'U'O' (fig. 18) étant égal à 120 de- 
grés, on aura : 



OV = OU' + VU' + 2 . OU' X VU' . COS. 120. 

Or les droites O'U' et VU' de la figure 18 sont égales 
aux droites OU et VU de la figure 14, et le cosinus 

de 120 étant égal a -, on a 



OV — OV = 2 . OU xOVx - = OU X OV, 
et par conséquent O'V > OV. 

On démontrerait de même que O'm' de la figure 18 est 
plus petit que Om de la figure 14. 

Et par conséquent il ne faut pas dire que la méthode 
conserve les rapports des dimensions, puisque les unes 
augmentent tandis que les autres sont diminuées, et 
qu'en outre la droite m'M de la figure 18 reste égale à sa 
longueur m'M {fig. 13). 

On voit aussi, par ce qui précède, pourquoi le vase qui 
est en perspective sur la figure 9 parait beaucoup plus gros 
que sa projection (/tgf. 13). 

569. Ainsi, la perspective isométrique ne conserve les 
dimensions que pour les arêtes qui sont parallèles aux 
droites AX, AY ou AZ ; mais alors il faut que l'objet soit 
rectangulaire, et qu'en outre les arêtes de cet objet soient 
parallèles aux axes isométriques AX, AY, AZ. 

Or, dans ce cas (/îgf. 15), on obtient une perspective dans 
laquelle la position trop symétrique des arêtes et des 
faces détruit complètement l'illusion, et ne permet pas 
de varier les effets, de faire voir le corps aous ra,spect le 
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plus aTantageux, défaire valoir line face aux dépens d^tine 
autre moins intéressante, et de mettre en évidence des 
détails qui souvent ne peuvent être bien vus que dans une 
direction très-différente de la diagonale du cube isomé- 
trique. 

670. Si, pour éviterez dernier inconvénient, on place 
l'objet obliquement dans l'angle formé par les deux plans 
verticaux isométriques (fig. 14 et 18), on altère alors, non- 
seulement toutes les dimensions rectilignes, mais encore 
les dimensions angulaires ; ce qui ne dispense pas des 
projections (fig. 14 et 13), sans lesquelles on ne peut pas 
construire la perspective: d'où il résulte que l'objet n'est 
pas, comme le prétend l'auteur, déterminé par une seule 
figure, puisque l'on est obligé d'en construire trois. 

Si l'objet est un solide de révolution (fig. 9), toutes les 
dimensions sont également altérées, et l'on perd de plus 
le profil ou sçction méridienne (fig» 13), sans laquelle on 
ne peut rien exéci:^ter. 

Ensuite, toute personne qui a l'habitude de la perspec- 
tive sait très-bieA que lorsqu'il s'agit d'un objet un peu 
composé, on ne peut obtenir un résultat satisfaisant qu'en 
supprimant les lignes cachées, parmi lesquelles il y en a 
souvent qui sont indispensables pour l'exécution de l'ob- 
jet. 11 est donc évident que la perspective isométrique ne 
peut pas remplacer les projections, sur lesquelles les plus 
petits détails vus ou cachés restent toujours parfaitement 
déterminés. 

671. Si l'on considère la perspective isométrique 
comme une projection, il est évident que l'on n'aura rien 
gagné du côté de la simplicité et ^rtont de l'exactitude. 

En effet, lé rectangle et le cerclé suivant lesquels se 
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projette un cylindre circulaire, sur les plans parallèles et 
perpendiculaires à son axe, sont bien certainement plus 
simples que la projection unique du même cylindre sur Iç 
plan perpendiculaire à la diagonale du cube isométrique 
circonscrit, et l'on sait d'ailleurs, que le rectangle suffit à 
l'ouvrier pour exécuter le cylindre. 

672. Si pour n'avoir qu'une seule projection, on incli- 
nait un monument ou une machine, jusqu'à ce que les 
verticales projetantes fassent avec l'horizon un angle 
égal à n'o'h de la figure 16, la projection unique que Ton 
obtiendrait serait infiniment moins simple que les deux 
projections verticales et horizontales ordinaires. 

Si l'on projetait toutes les charpentes d'un comble droit 
sur un plaii incliné, cette projection unique pourrait-elle 
entrer en comparaison avec le plan et la projection verti- 
cale de la ferme dé long pari, qui suffisent ptesque tou- 
jours pour déterminer les dimensions de toutes les pièces 
du comble? 

Enfin, si un ouvrier chargé de l'exécution d'un corps 
quelconque n'avait pour diriger son travail qu'un dessin 
exéfciité en perspective isométrique, je ne crains pas d'af- 
firitier, et tous les praticiens seront de mon avis, que la 
J]it*ei:^ière chose qu'il aurait à faire serait de redresser l'ob- 
jet dont il s'agît, et de le remettre en quelque sorte sur ses 
pieds, puis de dessiner avec soin le plan et l'élévation, 
saris lesquels il lui àerait impossible d'exécuter le travail. 

073. Si Von objectait que l'on veut surtout obtenir une 
perspective de l'objet, je dirais qu'alors il faut renoncer à 
l'exactitude des dimensions. 

En effet, c'est en altérant les dimensions, et non en les 
conservant, que Vôn peut reproduire la forme apparente 
des cot^ps. C*est priricipaleihént par le contraste qui existe 
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entre les lignes raccourcies et celles qui ne le sont pas, ou 
qui le sont moins, que Ton produit ou que Ton augmente 
Tillusion. Si deux lignes égales dans Tespace sont égales 
en projections, on sera privé des moyens d'apprécier leur 
position relative. 

674. La perspective et les projections n'ont pas le même 
but. La perspective exprime la forme apparente, et les 
projections la forme réelle. 

Le butn^étant pas le même, les moyens doivent différer 
entre eux ; prétendre exprimer en même temps la forme 
réelle et la forme apparente , c'est demander deux choses 
contradictoires ; et si l'on veut réunir sur tin même dessin 
la perspective et les projections, on aura d'un seul coup 
(/îg. 9) une mauvaise projection et une mauvaise perspec- 
tive : cela sera comme ces meubles à tout faire, qui, selon 
l'inventeur, doivent remplacer à la fois le lit, la commode 
et le secrétaire , et qui en réalité ne remplacent rien du 
tout. • 

575. L'auteur croit simplifier le problème en rempla- 
çant par des lignes inclinées, les horizontales, que l'on 
obtient si rapidement en faisant glisser un té sur le bord 
d'une planche à dessin. Pour conserver la grandeur, ou 
plutôt le rapport de grandeur des droites parallèles aux 
arêtes du cube isométrique, il sacrifie l'exactitude des faces 
et des arêtes parallèles aux plans ordinaires de projection. 
Enfin, parce qu'il ne conserve que le résultat, il croit n'em- 
ployer qu'un seul plan de projection, tandis qu'il y en a 
réellement six , savoir : le plan de l'épure , qui est perpen- 
diculaire à la diagonale du cube isométrique ; ensuite les 
trois faces de ce cube, qui sont elles-mêmes des plans de 
projections ; puis enfin les deux projections ordinaires, 
sans lesquelles on ne peut pas construire la perspective. 
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lorsque les faces de l'objet ne sont pas parallèles aux plans 
isométriques. 

576. Et puis, comment construira-t-on les rabaitements 
des faces planes et les développements des surfaces courbes, 
sans lesquels on ne peut rien exécuter. 

677. J'espère avoir convaincu que la nouvelle méthode 
ne peutpas remplacer les projections, mais il est également 
certain qu'elle ne peut pas remplacer la perspective cava- 
lière ; d'abord, et surtout, parce qu'elle doit être exécutée 
avec le compas (610) ; ensuite, parce qu'elle donne une 
figure trop symétrique lorsque les faces principales sont 
parallèles aux plans isométriques {fig. 15) ; enfin, parce 
que dans la perspective des objets placés obliquement elle 
donne presque toujours un mauvais résultat, comme on 
peut s'en convaincre par l'examen des figures 9 et 18. 

578. En effet, pour n'avoir rien à me reprocher, j'ai 
construit, par cette nouvelle méthode la perspective du 
vase qui est projeté (^fig, 13 et 14). 

J'ai obtenu la figure 9 , qui paraîtra évidemment vicieuse 
à quiconque aura le sentiment du dessin. 

Ainsi, l'angle YAX n'est pas assez ouvert, les ellipses 
sont trop arrondies, et leur superposition fait paraître 
l'objet trop près de l'œil; tandis que le parallélisme 
des arêtes du socle produit l'effet d'un objet éloigné, et 
l'impression désagréable qui résulte de ces deux sensa- 
tions contradictoires suffit pour détruire ou au moins 
pour diminuer considérablement l'illusion. 

679. La figure 9, vue de face, produit l'effet d'un vase 
penché en avant, au lieu d'un vase vertical ; et si l'on veut 
obtenir un peu d'illusion, il faut placer son œil au-dessus 
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du cadre, à la hauteur du mot perspective et environ à 
deux décimètres de distance de la feuille de dessin, commp 
si l'on voulait regarder une de ces images curieuses que 
Ton nomme anamorphoses, et qui, déformées avec inten- 
tion, ne produisent d'effet qu'en inclinant le tableau par 
rapport au rayon visuel. 

On obtiendra peut-être un résultat satisfaisant lorsqu'il 
s'agira d'un objet très-plat, qui serait posé sur une table et 
^ue l'on regarderait d'un point de vue très-élevé ; mais 
lorsque cet objet aura beaucoup de bauteur, il paraîtra 
toujours penché en av^int. 

Ainsi, la perspective isométrique ne pourra servir que 
dans quelques circonstances exceptionnelles ; et, dans tous 
les cas, les nombreux mouvements de compas nécessaires 
pour transporter les dimensions, des projections sur la 
perspective isométrique del'objet, serontbien certainement 
moins simples que les opérations par lesquelles, en faisant 
glisser une équerre sur une règle, on peut construire la 
perspective cavalière (555). 

Il est d'ailleurs évident que la méthode proposée ne 
dispense pas dés projections, sans lesquelles on ne peut pas 
obtenir la perspective isométrique. 

Enfin, cette méthode ne pouvant pas être appliquée satw 
le secours de la règle el du compas, ne sera d'aucune utilité 
pour exprimer rapidement la pensée des professeurs, des 
ingénieurs et des chefs d'ateliers. 

580. Je n'aurais pas attaché à la question qui précède 
une aussi grande importance, si je n'avais cru y recon- * 
naître une suite de cette tendance malheureusement trop 
répandue dans l'esprit de quelques théoriciens, qui croient 
préparer aux applications en cherchant à ramener tout à 
un seul principe. U y a des professeurs qui hésitent à em- 
ployer des plans auxiliaires de projection; ils pensent 
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simplifier la géométrie descriptive en réduisant tout aux 
deux projections ordinaires, et voudraient, s'il était pos- 
sible, n'en employer qu'une seule. 

On parviendrait peut-être, en suivant cette voie, à créer 
une géométrie descriptive de fantaisie qui pourrait don- 
ner lieu à des questions amusantes d'école ou d'examen ; 
mais on aurait alors une sciepce qui ne servirait à rien. 

Je l'ai déjà dit bien des fois, c'est en modifiant les mé- 
thodes dans chaque cas , suivant les circonstances parti- 
culières, que l'on devient habile praticien ; et quelque 
étrange que cela puisse paraître, je crois devoir le répéter 
encore : lorsqu'on veut ramener toutes les opérations à 
une méthode générale et unique, on agit comme un ou- 
vrier qui voudrait exécuter tout avec un seul outil. Peut- 
être, avec beaucoup de temps et de patience, parviendrait-il 
à faire un travail remarqu^ible , mais il emploierait dix 
fois plus de temps e): ne ferait pas mieux. 

Celui qui veut remplacer les deux plans de projections 
de la géométrie dpscriptive pap un seul, ressemble à un 
menuisier qui, ayant une scie et ua rabot, trouverait que 
deux outils sont trop embary-assants, et jetterait la scie 
prétendant qu'avec son rabot il pourra très-bien ré- 
duire sa planche à la largeur ou à la longueur qui lui 
conviendra. 

581. Non -seulement les deux plans de projection sont 
plus utiles et infiniment plus commodes qu'un seul, mais 
celui qui voudrait sp borner aux deux projections princi- 
pfiles d'un corps un peu composé, ne pourrait presque rien 
ffqre en applications. 

La construction d'un gr^nd monuinept exige les plans 
d'ensemble, les plans de tous les étages^ des élévations, des 
profils, des coupes dans tous les sens ; les plans de projec- 
tion particulièrement utiles aux tailleurs de pierres, aux 



Digitized by 



Google 



386 EXEHGIGRS PL. 41. 

charpentiers, aux serruriers ; les développements et rabat- 
tements de toute espèce qui sont autant de plans de pro- 
jection différents ; et tout cela est infiniment plus simple 
que deux et suTtoni qu'une seule projection. 

582. La question la plus composée se réduit presque à 
rien lorsqu'on sait la décomposer, et c'est ce que l'on fait en 
géométrie descriptive en employant des projections parti- 
culières pour chaque partie de la question principale, de 
même que dans l'analyse algébrique, on emploiera une 
formule particulière pour chaque cas particulier. 

Dans la transformation des coordonnés, par exemple, 
on n'emploie jamais les formules générales qui condui- 
raient à des calculs trop composés. On préfère décomposer 
la question. Ainsi, on commencera par transposer l'ori- 
gine, et l'on changera ensuite la direction des axes ; ou 
bien on commencera par changer la direction des axes, el 
puis on transposera l'origine ; mais on ne fera jamais les 
deux choses en même temps. Eh bien! de même, dans les 
applications de la géométrie descriptive, c'est l'introduc- 
tion continuelle de nouveaux plans de projection qui 
permet de réduire les questions les plus composées à un 
certain nombre de questions simples. 

. 583. Enfin, lorsque l'on est embarrassé pour com- 
prendre une épure sur laquelle il y a deux plans de pro- 
jection, il faut en introduire de nouveaux pour dégager 
les parties du dessin où les lignes sont trop nombreuses 
ou trop rapprochées ; et si l'on trouve que deux projections 
sont plus difficiles à comprendre qu'une seule, il faut 
renoncer à la géométrie descriptive, ou du moins à ses ap- 
plications. 

Mai 18&4. 



Digitized by 



Google 



TABLE DES MATIERES. 



LIVRE !•'. 

Chapitre 1. Définitions , principe général 1 

Lumière da soleil 2 

Principe des plans coupants 3 

Principe des plans tangents 4 

Direction de la lumière 4 

Ombre à 45<' 5 

Cbapitue 2. Polyèdre 7 

Ligne de séparation snr les polyèdres. . 10 

Ghapitrk 3. Ombres brisées 13 

Idem 19 

LIVRE II. 

Chapitrb 1. Cylindres 24 

Idem ( 2« étude) 35 

Moulures 60 

Engrenages cylindriques 65 

Chapitre 2. Canes 72 

Engrenages coniques 78 

Chapitre 3. Sphère 87 

Niche sphérique 91 

Cylindres , cônes et sphères 341 

LIVRE III. 

Chapitre 1* Surfaces de révolution 95 

Torre 95 

Idem , 101 

Idem 110 

Gavet 155 

Scotie 158 

Idem 161 

Piédouche 174 

Vase 180 

Chapiteau , . . . 182 



Planche». 



2 
2 
3 

4 



5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 
12 
12 biê. 



13 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 



Digitized by 



Google 



372 TABLE DES MATIÈRES. 

PtfM. 

Projections obliques 190 

Chatoes 193 

limn t»9 

Tuyaux 229 

Ellipsoïdes 236 

Idem - 241 

Ghapitbe 2. Surfaces réglées 257 

Hyperboloîde 261 

Hélicoïdes 267 

Vis 279 

Idem 281 

Chapitre 3. Surfaces enveloppes 282 

Chi PITRE 4. Considérations générales 291 

LIVRE IV. 

Gnomonique 296 

limn .'.... 306 

LIVRE V. 

PERSPECTITE AiUElflŒ. 

Chapitre 1. Points brillants. . \ 313 

Idwn 318 

Idem 320 

Chapitre 2. Teintes «325 

LIVRE VI. 

Perspective cavalière 336 

Idem 338 

LIVRE VII. 

EXERCICES. — ÉPURES DE CONCOURS. 

Concours de 1850 pour TadaiMSion à 

TÉcole des beaux-arts 35 

Concours de 1851 . 341 



PlanchM. 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
28 
29 
30 
31 
32 
32 



55 
34 



35 

36 
37 
38 



39 
40 



6 
12 to. 



FIN DE LA TABLE. 



PARIS. •« IMPRIMÉ PAR E. TIIUNOT ET C*, RUS RACIRt, 26. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digiti 



izedby Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



